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Yor^wort. 

Die Wahrscheinlichkeitsrechnmig hat längst aufgehört, eine bloße Theorie 
der Glücksspiele zu sein. Man hat einerseits den hohen Bildungswert ihrer 
Begriflfskonstruktionen und Schlußweisen erkannt und andrerseits den Kreis 
jener konkreten Materien, auf welche sich ihre Methoden mit Berechtigung 
anwenden lassen, immer bestimmter gezogen; so ist die Wahrscheinlichkeits- 
rechnung zu einem wohlbegründeten und praktisch wichtigen Zweige der 
angewandten Mathematik ausgestaltet worden. 

Sie nach den beiden erwähnten Richtungen innerhalb vorgezeichneter 
Schranken zur Darstellung zu bringen, ist das Ziel, das ich mir bei Ab- 
fassung dieses Buches gesteckt habe. 

Der gi-undlegende erste Teil geht auf die fundamentalen Fragen soweit 
ein, als es zur Vorbereitung jener Kritik erforderlich ist, die geübt werden 
soll, wenn man die Wahrscheinlichkeitsrechnung auf ein Gebiet der Wirklich- 
keit anzuwenden sich anschickt. Eine reiche Auswahl von Problemen, 
darunter die klassischen, soll mit der eigenartigen Denkweise ^ mit der rich- 
tigen Handhabung der Sätze und Bechnungsmethoden vertraut machen. 

Für alle Gebiete der Forschung, wo die Resultate aus messenden Be- 
obachtungen abgeleitet werden, ist die auf die Wahrscheinlichkeitstheorie 
sich stützende Ausgleichungsrechnung zu einem unentbehrlichen Instrument 
geworden, dazu bestimmt, die Gewinnung der Resultate methodisch zu leiten 
und für ihre Verläßlichkeit einen Maßstab zu liefern. Diese Seite der An- 
wendung behandelt der zweite Teil, der in eine kurzgefaßte Theorie der 
Beobachtungsfehler und in die Erledigung der Hauptprobleme der Kom- 
bination von Beobachtungen zerföllt. Erläuternde Beispiele sind in zu- 
reichender Zahl eingefügt. 

Ein verhältnismäßig junger Zweig der Anwendung ist die mathe- 
matische Statistik, die den Gegenstand des dritten Teiles bildet. Neben den 
Methoden zur Kritik statistischer Resultate werden die Probleme der Sterb- 
lichkeits- und Invaliditätsmessung zur Sprache gebracht. Die Hilfsmittel 
der formalen Bevölkerungstheorie kommen dabei zu weitgehender Anwendung. 
Die reichliche Vorfahrung von Erfahrungsmaterial wird dazu beitragen, die 
AusfQhrungen dieses Teiles zu beleben. 

Im vierten Teile wird die Lebensversicherungsrechnung auf wahrschein- 
lichkeitstheoretischer Grundlage zum Vortrag gebracht. Im Gegensatze zu 
dem älteren Verfahren, das jede Versicherungsart für sich betrachtet wtä^ 



IV Vorwort. 

immer wieder von Grand auf in Angriff ninmit, ist hier im Interesse der 
zusammenfassenden Behandlung eine eingehende Darstellung der mannig- 
fachen Versicherungswerte an die Spitze gestellt; denn alle andern Fragen, 
wie Pi^mienbestinmaung, Bückgewähr der Prämien, Beserveberechnung, 
Bisiko usw. fahren auf das Bechnen mit Versicherungswerten zurück. An- 
gewendet ist das Bezeichnungssystem des Text Book, dieses Hauptwerkes 
der Lebensversicherungsrechnung, ein System, das am ehesten Aussicht hat, 
allgemein adoptiert zu werden. Tabellen sind in solchem Umfange auf- 
genommen, als es notwendig erscheint, die Auswertung der Formeln zu er- 
läutern und mit speziellen Zahlwerten dieses Gebietes einigermafien bekannt 
zu machen. 

Betrefft weitergehender literarischer und historischer Nadiweisungen 
darf ich auf meine Schrift „Die Entwicklung der Wahrscheinlichkeitstheorie 
und ihrer Anwendungen^* im Vn. Bande der Jahresberichte der Deutschen 
Mathematiker- Vereinigung hinweisen. 

Wien, 9. November 1902. 

E. Cznber. 



Begleitwort zur zweiten Auflage. 

Bei der Bearbeitimg der zweiten Auflage dieses Teils habe ich mancherlei 
Neuerungen im einzelnen getroffen, die mir förderlich schienen, so die Dar- 
stellung der Wahrscheinlichkeitssätze in Form von Funktionalgleichungen, 
die Heranziehung des Begriffs der relativen Wahrscheinlichkeit, der Mengen- 
lehre. Des weiteren war ich darauf bedacht, die Grundfragen, welche die 
philosophische Seite des Gegenstandes betreffen, tiefer zu fassen. Ein Kapitel 
über die Kollektivmaßlehre, die, von 6. Th. Fechner begründet, durch die 
neueren Arbeiten von G. F. Lipps und H. Bruns wesentlich gefördert 
wurde, durfte nicht mehr fehlen; ich habe die theoretischen Grundlagen 
dieses jüngsten Zweiges so knapp als möglich dargestellt, hingegen auf die 
praktische Anwendung durch Vorführung mehrerer, darunter auch größerer 
Beispiele vorzubereiten gesucht. 

Für die von verschiedenen Seiten eingelangten Berichtigungen von 
Druckversehen und Nachrechnungen spezieller Zahlenwerte, die ich bei der 
Bevision benutzen konnte, sage ich hier meinen Dank. 

Ebenso danke ich Herrn Prof. Bruns für die freundliche Erlaubnis, 
seine Tafeln zur Kollektivmaßlehre aufnehmen zu dürfen. 

Wien, 23. Februar 1908. 

Der Verfasser. 
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Erster Teil. 

Wahrsclieinlichkeitstlieorie* 

I. Abschnitt. Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsreclinnng. 

§ 1. Entwicklung der Omndbegriffe. 

1. Das hjrpothetlBOhe Urteil. Unser Denken vollzieht sich in 
der Bildung von Begriffen und in ihrer Verknüpfung zu urteilen. 

Unter den verschiedenen Urteilsformen nimmt hier vor allem das 
hypothetische Urteil unsere Aufmerksamkeit in Anspruch. Sein Wesen 
besteht darin ^ daß es an einen Vordersatz einen Nachsatz als not- 
wendige Folge knüpft; seine typische Form lautet: „Wenn A gilt, so 
gilt B", oder „Wenn Ä geschieht, so tritt B ein''. Es sagt also aus, 
daß mit der Verwirklichung des Vordersatzes stets unabweislich das 
verbunden ist, was im Nachsatze behauptet wird. Vordersatz und 
Nachsatz stehen also im Verhältnis von Grund und Fclge*^ das Pi^dikat 
des Urteils ist Notwendigkeit (Gewißheit). 

Der so geartete Zusammenhang zwischen den beiden Teilen des 
Urteils wird entweder aus gewissen grundlegenden Urteilen (Axiomen) 
durch logische Schlüsse erwiesen oder aus einer ausnahmlos gemachten 
Beobachtung gefolgert. 

Die Mathematik drückt ihre Wahrheiten in hypothetischen Urteilen, 
den Lehrsätzen, aus und gibt für sie Beweise. Das Streben der 
Naturwissenschaften geht dahin, die Vorgänge der Außenwelt immer 
mehr in unverbrüchliche Regeln zu fassen, die dann nach Art der 
mathematischen Lehrsätze auch in der Form hypothetischer Urteile 
ausgesprochen werden können. 

„Wenn eine dekadische Zahl, die an der letzten Stelle oder 5 
hat, durch 5 dividiert wird, so geht die Division ohne Rest auf"; — 
„Wenn man durch eine Ecke eines Dreiecks eine Gerade derart legt, 
daß sie den an dieser Ecke liegenden Winkel durchsetzt, so schneidet 
die Gerade die der Ecke gegenüberliegende Seite des Dreiecks'' — sind 
hypothetische Urteile, deren Wahrheit die Arithmetik, beziehungsweise 
die Geometrie aus ihren Grundlagen durch logische Schlüsse be- 
gründet. Dagegen beruht das Urteil: „Wenn ein Gefäß eine Flüssig- 
es u b e r , WfthnoheinllohkelUreohiiang. L t. Auf 1. 1 
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keit enthält, unH ich bringe in dem von ihr berührten Teil der Seiten- 
wand eine Öff&tAng an, so tritt durch diese die Flüssigkeit aus^' — auf 
einer ausna&njbs gemachten Wahrnehmung. 

2. Jtiäk hypothetisoh-disijimktive Urteil. Wenn aus der Yer- 
wirklic%ju(ttg' einer Voraussetzung eine Ton mehreren einander aus- 
schlieS^Häen Polgen notwendig hervorgehen muß, so heißt das Urteil, 
welches diesen Sachverhalt behauptet, ein hypothetisch-disjunktives. 
Die Unterscheidung und Aufzählung der Folgen bildet die Disjunktion, 
•\ii$* einzelnen Folgen heißen ihre Glieder. Die typische Form des 
/.afsjunktiven Urteils kann in die Worte gefaßt werden: „Wenn Ä ge- 
,• schiebt, so tritt entweder B oder C oder Z) . . . ein." Zwischen der 
Voraussetzung und der Gesamtheit der Glieder der Disjunktion besteht 
wie bei dem hypothetischen Urteil das Verhältnis der Notwendigkeit; 
dagegen steht das einzelne Glied der Disjunktion oder eine Gruppe 
von Gliedern zu der Voraussetzung im Verhältnisse der Möglichkeit, 
die das eigentliche Prädikat des disjunktiven Urteils ausmacht: Die 
Verwirklichung der Voraussetzung kann das bezeichnete Glied oder 
eines aus der gewählten Gruppe zur Folge haben, es kann sich aber 
auch ein anderes Glied einstellen. 

„Wenn eine dekadische Zahl durch 5 dividiert wird, so geht die 
Division auf oder es bleibt ein Rest übrig"; — „Wenn man durch 
eine Ecke eines Dreiecks eine Gerade legt, so schneidet sie die gegen- 
überliegende Seite oder sie geht an ihr vorüber^'; — „Wenn man in 
der Seitenwand eines Flüssigkeit enthaltenden Gefäßes eine Ofi&iung 
anbringt, so tritt durch diese Flüssigkeit aus oder es geschieht dies 
nicht" — sind Beispiele disjunktiver Urteile mit zweigliedriger Dis- 
junktion. In dem ersten kann die Disjunktion weiter geführt werden 
durch Auseinanderhaltung der Reste, welche auftreten können. 

Die vorgeführten Beispiele zeigen eine bestimmte Struktur, die sich 
folgendermaßen beschreiben läßt. Man kann von einem Bereich der 
Voraussetzungen oder Bedingungen sprechen und diese in Teile 
zerlegen derart, daß an den einen die eine der Folgen, an den andern 
die andere Folge mit Notwendigkeit gebunden ist; mit andern Worten: 
man kann die obigen hypothetisch-disjunktiven Urteile in hypothetische 
auflösen. In dem ersten Beispiel ist der Bereich der allgemeinen Be- 
dingungen durch die Gesamtheit der dekadischen Zahlen vertreten und 
scheidet sich in solche, die oder 5, und in solche, die eine andere 
Ziffer an der niedrigsten Stelle haben: mit der ersten Teilgesamtheit 
ist das Aufgehen der Division, mit der zweiten ein Rest notwendig 
verbunden. In dem zweiten Beispiel stellt die Gesamtheit der durch 
die betreffende Ecke gehenden Geraden den Bereich der Bedingungen 
dar und zerfällt in jene Geraden, die den Winkel an der Ecke durch- 
setzen, und in solche, die außerhalb desselben bleiben: die ersteren 
schneiden notwendig, die letzteren gehen notwendig vorbei. In dem 
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dritten Beispiel yertritf die ganze Seitenwand den Bereich, innerhalb 
dessen die allgemeine Voraussetzung realisiert werden kann, und 
scheidet sich in einen von der Flüssigkeit berührten und einen freien 
Teil: erfolgt die Realisierung in dem ersten, so ist der Austritt der 
Flüssigkeit die notwendige Folge; dem andern Teil entspricht ebenso 
das Ausbleiben dieser Erscheinung. 

In allen drei Fällen ist man auch in der Lage, das quantitative 
Verhältnis der Umfange der Teilbereiche zum Bereich der allgemeinen 
Bedingungen anzugeben. So ist das Verhältnis der Gesamtheit der 
mit oder 5 schließenden Zahlen zur Gesamtheit aller Zahlen mit 
1:5 zu bemessen, weil von je zehn Zahlen, die sich nur in der End- 
ziffer unterscheiden, zwei zur ersteren Gesamtheit gehören. Hat ferner 
in einem konkreten Dreieck der Winkel jener Ecke, durch welche die 
Gerade gel^ werden soll, die Größe a, so ist a : n das Verhältnis 
der Gesamtheit der die Gegenseite schneidenden Geraden zur Gesamt- 
heit aller Geraden, welche durch die Ecke gelegt werden können. In 
dem Beispiel mit dem Gefäße bezeichnet das Verhältnis der von der 
Flüssigkeit berührten zur ganzen Seitenwand das Verhältnis des den 
Austritt der Flüssigkeit bewirkenden Teilbereichs zum ganzen Bereich 
der allgemeinen Bedingungen. 

Aber nicht alle Urteilsmaterien, welche zur Aufstellung disjunktiver 
Urteile Anlaß bieten, sind von der hier dargelegten Beschaffenheit. 
Wir wollen zwei Beispiele anderer Art vorführen und analysieren. 

„Wenn ich in eine Urne mit undurchsichtigen Wänden, die eine 
weiße, zwei schwarze und drei rote, im übrigen gleiche Kugeln ent- 
hält, greife und eine Kugel hervor hole, so ist dieselbe weiß oder 
schwarz oder rot." Auch hier kann von einem Bereich der allge- 
meinen Bedingungen und von einer Scheidung desselben in Teilbereiche 
gesprochen werden, die den Disjunktionsgliedem zugeordnet sind, und 
zwar in folgendem Sinne. Bei einer bestimmten Anordnung der 
Kugeln in der Urne führt jede der unendlich vielen Bewegungen, 
welche die vollziehende Hand in Ausführung der allgemeinen Voraus- 
setzung machen kann, mit Notwendigkeit zu einer Kugel von be- 
stimmter Farbe; das gleiche gilt für jede der unendlich vielen denk- 
baren Lagerungen der Kugeln in der Urne. Mit Rücksichtnahme auf 
alle diese Lagerungen läßt sich also eine Gesamtheit von Hand- 
bewegungen denken, die zu einer der Kugeln überhaupt hinführen, 
und in dieser lassen sich Teilgesamtheiten unterscheiden, von welchen 
die eine mit Notwendigkeit die weiße, eine andere eine schwarze, die 
dritte eine rote Kugel zur Folge hat. Aber die Bewegungen, die zu 
dem einen oder andern Erfolge hinleiten, zu charakterisieren, dafür 
gibt es keinen Anhalt; daher ist es auch imtunlich, das disjunktive 
Urteil in hypothetische aufzulösen, d. h. die allgemeine Voraussetzung 
so zu spezialisieren, daß sich ein bestimmter Erfolg mit Notwendi^- 
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keit daran knüpfe. Dagegen gestattet die dargelegte allgemeine Er- 
kenntnis die quantitative Yergleichung der verschiedenen Bereiche von 
Bewegungen. Denkt man sich nämlich innerhalb einer jeden rätun- 
liehen Lagerung der sechs Engeln alle möglichen Anordnungen der 
Farben ausgeführt, so wird ein bestimmter Platz zweimal so oft durdi 
eine schwarze und dreimal so oft durch eine rote besetzt sein als 
durch eine weiße: daher verhalten sich die Gesamtheiten der Be- 
wegungen, welche zu einer weißen, einer schwarzen, einer roten Engel 
fahren, quantitativ wie 1:2:3. 

Ein von den bisherigen wesentlich verschiedenes Beispiel eines 
disjunktiven Urteils ist das folgende: „Wenn ein Mensch das Alter 
von X Jahren erreicht hat, so erlebt er das Alter von x + 1 Jahren 
oder er erlebt es nicht." Unter einer Verwirklichung der allgemeinen 
Voraussetzung ist hier die Beobachtung eines Individuums zu ver- 
stehen, welches x Jahre alt geworden und nun mit der ihm eigen- 
tümlichen Eonstitution den kaum dem Namen nach anführbaren Ein- 
flüssen ausgesetzt ist, von welchen Leben und Sterben abhängt und 
die in einer bestimmten Eombination auf dasselbe einwirken. Man 
kann sich nun ganz wohl vorstellen, daß sich in Ansehung einer 
bestimmten Eonstitution die Eombinationen der maßgebenden Ein- 
flüsse in zwei Gebiete scheiden, die einen mit Notwendigkeit zum 
Durchleben des gedachten Zeitraumes, die andern zum vorzeitigen 
Tode führend. Über diese allgemeine Vorstellung ist aber mit dem 
zu Gebote stehenden Wissen über den Sachverhalt nicht hinaus- 
zukommen. Zu quantitativen Vergleichen imd zur Bildung hypothe- 
tischer Urteile ist hier kein Anhalt gegeben. 

3. OegenBtand der Wahrsoheinllohkeitstlieorie. Das dis- 
jimktive Urteil steht mit dem Gegenstande der Wahrscheinlichkeits- 
theorie in engem Zusammenhange, es kann als ihre logische Grundlage 
bezeichnet werden ^). Das praktische Leben stellt uns oft vor Materien, 
welche die Bildung hypothetischer Urteile ausschließen, weil die all- 
gemeinen Bedingungen mehrere einander ausschließende Erfolge möglich 
erscheinen lassen, ohne daß aus dem Gange der Verwirklichung jener 
Bedingungen jemals ein bestimmter Erfolg mit Sicherheit zu er- 
schließen wäre. 

Die vorgeführten Beispiele haben nun gezeigt, daß derlei Urteils- 
materien bei Vorhandensein eines bestimmten Wissens die Ausführung 
quantitativer Bestimmungen zulassen; dadurch aber können sie der 
mathematischen Behandlung zugänglich gemacht werden. Jene Be- 
stimmungen beziehen sich auf den Gesamtumfang der Ausführungs- 
möglichkeiten der allgemeinen Bedingungen und auf jenen Teil des 
Gesamtumfangs, welcher mit Notwendigkeit zu einem bestimmten 

1) Ch. Sigwart, Logik, 11. Bd., 18i)3, p. 806 und 310, Fußnote. 




I. Abflchnitt. Grundlagen der Wahrscheirnttk^^^^ hntinff 5 

Erfolge hinfahrt; ist es gelungen, diese Umfange oitKi^ Zahlen zu 
charakterisieren, so kann der Quotient aus der zweiten ZaBl^^q,^^,^^ ^^ 
erste dazu dienen, die Stellung dieses Erfolges in der GesamtheK ^^^ 
möglichen Erfolge zu kennzeichnen. Er soll, ohne daß zunächst 2XA 
seine etwaige innere Bedeutung eingegangen würde, als die Wahr- 
scheinlichkeit des betreffenden Erfolges definiert werden. 

Durch die Bestimmung der Wahrscheinlichkeit erfährt das ursprüng- 
liche disjunktive Urteil eine wesentliche Erpmzung. Während sich 
dasselbe beschrankt, die möglichen Folgen einer Voraussetzung aus- 
einander zu halten und aufzuzählen, wird nun jeder dieser Folgen eine 
Zahl koordiniert, wodurch die ganze Urteilsmaterie eine bestimmte 
Charakterisierung empfängt. 

Der Sachyerbalt läßt auch die folgende Auffassung zu*). Man 
kann aus einem hypothetisch-disjunktiven Urteil neue Urteile bilden, 
indem man die allgemeine Voraussetzung mit jedem einzelnen Gliede 
der Disjunktion verbindet. Ein solches Urteil*) hat wohl die Form, 
nicht aber das Wesen eines hypothetischen Urteils: während diesem 
das Prädikat der Notwendigkeit oder der Gewißheit (für den Fall der 
Realisierung der Voraussetzung) zukommt, kann bei jenem nur von 
Möglichkeit oder unter Umständen von Wahrscheinlichkeit gesprochen 
werden. 

Es wird sich empfehlen, hier über einige üblichen Ausdrücke und 
Ausdrucksweisen sowie über einige den WahrscheinlichkeitsbegriflF in 
seiner bisherigen Fassung betreffenden Fragen ins klare zu kommen. 

Wir haben bisher von den Gliedern der Disjunktion als von 
Folgen der Voraussetzung oder von möglichen Erfolgen gesprochen. 
Die Wahrscheinlichkeitstheorie bedient sich für einen Erfolg fast all- 
gemein des Ausdrucks Ereignis, wiewohl derselbe nicht immer zu- 
treffend ist; häufig würde sich die Bezeichnung Tatbestand besser 
empfehlen ^). Denn daß eine Division ohne Rest aufgeht oder daß eine 
Gerade eine andere schneidet, ist nicht so sehr Ereignis als vielmehr 
ein Sachverhalt, ein Tatbestand. Indessen kann aus der Beibehaltung 
des in alle Literaturen übergegangenen Ausdrucks „Ereignis'' kein 
Mißverständnis entspringen. 

Man schreibt allgemein die Wahrscheinlichkeit dem Ereignis oder 
Erfolg zu, wiewohl sich dagegen einwenden läßt, daß einem Ereignis 
an sich eine Wahrscheinlichkeit nicht zukommt, sondern nur im Hin- 
blick auf die Bedingungen, daß also nur von der Wahrscheinlichkeit 
eines Urteils gesprochen werden könne. Dieser Standpunkt ist von 

1) A. Fick, Philosophischer Versuch über die Wahrscheinlichkeiten, 1838. 

2) Von Fick als ,,unTollBt&ndig ausgedrücktes hypothetisches Urteil' be- 
zeichnet 1. c. I^ p. 12. 

8) E. Stumpf, Über den Begrifif der mathematischen Wahrscheinlichkeit. 
Ber. d. bayr. Akad. (phil. Kl.), 1892, p. 46. 
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Fick ausdi"'*'*^^^ vertreten worden, der nur die Wahrscheinlichkeit 
eines un^"*'^'^^^ ausgedrückten hypothetischen Urteils gelten lassen 
^iU* ^^^^ ,jedes individuelle Ereignis ist entweder im Eausalnexus 
T>^cwendig und wirklich oder unmöglich". Gegen die letztere Be- 
merkung ist sicherlich nichts einzuwenden, aber ein „individuelles^ 
Ereignis kann niemals den Gegenstand der Wahrscheinlichkeitstheorie 
bilden, sondern immer nur das Ereignis in abstracto. Um den unter- 
schied der beiden Ausdrucksweisen deutlich zu machen, möge ein 
Beispiel angeführt werden. Nach Fick kommt dem unvollständig 
ausgedrückten hypothetischen Urteil: „Wenn man eine dekadische 
Zahl durch 5 dividiert, so geht die Division auf' — die Wahrscheinlich- 
keit -r zu; der allgemeine und nach unserem Dafürhalten richtige 

Sprachgebrauch schreibt sie dem Aufgehen der Division zu; dem steht 
keineswegs entgegen, daß eine individuelle Ausführung der Voraus- 
setzung entweder sicher ohne Rest oder mit einem solchen abläuft. 

Wenn wir zu dem Beispiel der Urne mit der weißen, den 
schwarzen und roten Kugeln zurückkehren, so gewahren wir ein 
positives Wissen , welches bei der quantitativen Vergleichung der Ge- 
samtheiten von Bewegungen, die zu bestimmten Erfolgen hinfahren, 
maßgebend war: es ist dies die Kenntnis der Anzahl der Kugeln 
jeder Farbe. Im Falle der Realisierung treten uns Umstände ent- 
gegen, die sich unserer Kenntnis entziehen und von einer Realisierung 
zur andern in einer der Erkenntnis unzugänglichen Weise ändern: die 
Lagerung der Kugeln in der Urne und die Bewegung der ziehenden 
Hand. Jenes positive Wissen ist das Bleibende^ das Konstante an der 
Urteilsmaterie und verleiht der aus ihr abgeleiteten Wahrscheinlich- 
keit objektive, weil vom urteilenden Subjekt unabhängige Bedeutung, 
Gegenüber einer Urteilsmaterie, bei der ein so geartetes positives 
Wissen fehlt, kann ein Subjekt auf Grund des ihm zu Gebote stehen- 
den allgemeinen Wissens an eine Schätzung der Umfange der Reali- 
sierungsmöglichkeiten der einzelnen Disjunktionsglieder gehen und 
aus den Resultaten dieser Schätzung Wahrscheinlichkeiten bilden; 
diese haben jedoch nur subjektive Bedeutung, können sich von Subjekt 
zu Subjekt und selbst bei demselben Urteilenden ändern, wenn sein 
Wissen von der Materie einen andern Umfang annimmt. 

Ist aus dem Gange der Erwägungen, welche uns zu dem Wahr- 
scheinlichkeitsbegriff geführt haben, die Erkenntnis erwachsen, daß 
die Wahrscheinlichkeit eine der Urteilsmaterie als solcher anhaftende 
Eigenschaft, eine Funktion dieser Materie sei, so folgt daraus von 
selbst, daß sie an jedem Ort und zu jeder Zeit dieselbe bleibt, daß 
also insbesondere die Zeit der Verwirklichung eines Erfolges ohne 



1) 1. c. p. 12 u. 14. 
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Einfluß ist auf seine Wahrscheinlichkeit. Man ist wohl gewohnt, mit 
dem Begriff Wahrscheinlichkeit die Vorstellung eines zukünftigen Er- 
folges zu Terknüpfen, und Lotze^) war der Meinung, daß nur diese 
Verbindung einen Sinn habe; mit derselben Berechtigung kann aber 
von der Wahrscheinlichkeit eines bereits realisierten, aber unbekannt 
gebliebenen Erfolges gesprochen werden, wiewohl er schon wirklich 
vorhanden ist oder war. Die beiden Fragen: „Aus der oben gedachten 
Urne wird eine Kugel gezogen werden; mit welcher Wahrscheinlich- 
keit wird die gezogene Kugel weiß sein?*' und: „Aus der Urne ist 
(zu welcher Zeit immer) eine Kugel gezogen worden; welches ist die 
Wahrscheinlichkeit, daß sie weiß war?^' haben logisch ganz gleiche 
Bedeutung und sind auch in gleicher Weise zu beantworten. 

Der vorstehenden Erörterung lag die Annahme zugrunde, daß 
das Substrat des positiven Wissens, welches uns bezüglich der Materie 
zu Gebote steht und das bei der Wahrscheinlichkeitsbestimmung maß- 
gebend ist, im Laufe der Zeit unverändert, konstant bleibe. Es gibt 
aber auch Urteilsmaterien, bei welchen jenes Substrat einer zeitlichen 
Änderung unterworfen ist; wenn solche Materien eine Wahrscheinlich- 
keitsbestimmung zulassen, so wird die Wahrscheinlichkeit eine Funktion 
der Zeit sein. Besteht z. B. das Substrat in physischen Körpern, 
welche ihren Zustand zeitlich ändern, und ist die Wahrscheinlichkeits- 
bestimmung von dem Zustand abhängig, so wird auch sie einer zeit- 
lichen Änderung unterworfen sein. In einem früheren Beispiel ist 
von den beiden Möglichkeiten die Rede gewesen, welchen eine Person, 
die das Alter x erreicht hat, während eines Jahres ausgesetzt ist; an- 
genommen, ed wäre möglich, die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, 
daß sie dieses Jahr durchlebe, so ist anzunehmen, daß diese Wahr- 
scheinlichkeit fiir die gleiche Altersstufe zu einer andern Zeit eine 
andere sein werde; denn die Umstände, welche auf das Leben und 
Sterben zweifellos Einfluß üben (wie z. B. das Klima, die wirtschaft- 
lichen Verhältnisse, die hygienischen Einrichtungen), sind zeitlicher 
Änderung unterworfen. Die im vorigen Absatz aufgestellte Behauptung, 
daß der Wahrscheinlichkeitsbegriff mit zukünftigen wie mit vergangenen 
Realisierungen in Verbindung gebracht werden könne, bleibt von diesen 
Erwägungen unberührt. 

4. Der ZufUl. Bei der Analyse des Urnenbeispiels haben wir 
neben einem positiven Wissen Umstände erkannt, die bei der Realisie- 
rung der allgemeinen Bedingungen, d. i. bei Ausführung eines Zuges, 
auftretend sich einzeln und im Zusammenwirken unserer Kenntnis 
entziehen und uns verhindern, die Notwendigkeit für das Eintreten 
oder für das Ausbleiben eines bestimmten Erfolges zu erkennen. Wenn 
wir den Erfolg oder das Ereignis, auf welches unser Interesse sich 



1) R. H. Lotze, Logik, 1893. 
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richtet^ mit Rücksicht auf diese Umstände als ein zufälliges bezeichnen, 
so negieren wir damit die Notwendigkeit seines Eintreffens; und wenn 
wir sagen, sein Eintreffen hänge vom Zufall ab, so meinen wir hierunter 
das Zustandekommen einer solchen Verbindung der voneinander un- 
abhängigen Umstände, welche das Ereignis wirklich herbeiführt. Ist 
beispielsweise unser Interesse dem Erscheinen der weißen Kugfl zu- 
gewandt, so bezeichnen wir es als zufällig, daß bei der uns un- 
bekannten Lagerung der Kugeln und der davon unabhängigen Be- 
wegung der Hand diese gerade die weiße Kugel erfassen sollte, und 
wenn wir ein solches Geschehen als durch den Zufall hervorgebracht 
erklären, so fassen wir den Zufall als ein gesetzlos Wirkendes im 
Gegensatze zu einem gesetzmäßig Wirkenden, einer Ursache, auf; aus 
der gesetzlosen Wirksamkeit des Zufalls erklären wir auch die Un- 
regelmäßigkeit in einer Reihe von Erfolgen. 

Indessen ist die Vorstellung von dem Walten eines „blinden Zu- 
falls" unvereinbar mit unserer Überzeugung von dem kausalen Zu- 
sammenhange alles Geschehens, eine bloße Fiktion. Jedes Geschehen 
ist die Folge eines vorausgegangenen andern und die Veranlassung eines 
künftigen, und so ist alles Geschehen nach dem Prinzip der Ursäch- 
lichkeit untereinander verbunden. Wenn eine Person wiederholt würfelt, 
so ist die Endlage eines Wurfs eine notwendige Folge der Endlage 
des vorigen Wurfs und der inzwischen dem Würfel erteilten Impulse 
und Bewegungen; für eine Intelligenz, die das alles zu durchschauen 
und nach seinen Wirkungen zu beurteilen vermöchte, wäre das Resultat 
nichts Ungewisses, Unbekanntes. Selbst bei den Würfen, die zwei 
verschiedene Personen ausführen, kann man nicht in aller Strenge 
von Unabhängigkeit reden, weil in der Art und Weise der mensch- 
lichen Bewegungen und den sonstigen Anordnungen etwas Gemeinsames 
gelegen ist. 

Mit dem Worte Zufall soll also der kausale Zusammenhang nicht 
geleugnet, durch seinen Gebrauch vielmehr das Zugeständnis gemacht 
werden, daß uns der Zusammenhang in dem betreffenden Falle über- 
haupt nicht erkennbar (Auftreten einer Epidemie und Sichtbarkeit 
eines Kometen) oder so verwickelt sei (wie etwa beim Würfeln), daß 
wir über seine bloße Konstatierung nicht hinauskommen. 

Es ist üblich, die in das Gebiet der Wahrscheinlichkeitstheorie 
fallenden Ereignisse, Erscheinungen, Tatbestände dadurch allgemein 
zu charakterisieren, daß ihr Eintreffen oder ihre Existenz einerseits 
von bekannten und bleibenden und andererseits von unbekannten und 
wechselnden Umständen abhänge. Die Umstände der ersten Art be- 
zeichnet man als Ursachen, die der zweiten Art als Zufall. 

Man bezeichnet die Wahrscheinlichkeitsrechnung auch als „Theorie 
des Zufalls^^ und will damit einen Teil ihres Anwendungsgebiets kenn- 
zeichnen, solche Erscheinungen nämlich, bei denen wir den ursäch- 
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liehen ZusammeDhang mit andern nicht anzugeben vermögen; nicht 
aber soll mit jener Bezeichnung gemeint sein^ daß es sich um die Er- 
forschung des Unregelmäßigen, des Gesetzlosen, um es kurz zu sagen, 
des Zufälligen im Verlaufe solcher Erscheinungen handelt. 

5. OlelohmögUohe Fftlle. Die Materien, auf welche sich die 
ersten Probleme der Wahrscheinlichkeitsrechnung bezogen, hatten ihren 
Ursprung in Glücksspielen: in Würfel- und Kartenspielen, in Ziehungen 
Ton Nummern oder Kugeln verschiedener Farben aus Urnen u. dgl. 
Solche Materien sind für die Bildung von Wahrscheinlichkeiten typisch 
geworden, und zwar aus dem Grunde, weil hier das positive Wissen 
eine bestimmte leicht zu überblickende Struktur besitzt. Es läßt sich 
nämlich die Disjunktion bis zu sogenannten möglichen Fällen hin- 
führen, die zunächst nur in dem Sinne gleichartig sind, als sie eine 
weitere Disjunktion nicht zulassen und daher die einfachsten Glieder 
des disjunktiven Urteils darstellen. Nehmen wir das Beispiel mit der 
Urne wieder auf, welche eine weiße, zwei schwarze und drei rote 
Kugeln enthält, so läßt sich zunächst eine Disjunktion nach den 
Farben bilden, deren Glieder aber insofern nicht gleichartig sind, als 
sich zwei davon weiter auflösen lassen, wenn man die Kugeln einer 
Farbe individualisiert; nach dieser Auflösung entstehen sechs mögliche 
Fälle, dargestellt durch die einzelnen Kugeln. Der Würfel, der auf 
den Tisch hingeworfen wird, bietet sechs mögliche Fälle dar, vertreten 
durch die mit verschiedenen Punktzahlen bezeichneten Seitenflächen. 
In einem Kartenspiel bilden die einzelnen Blätter die möglichen Fälle. 

Soll nun auf diese Disjunktion möglicher Fälle eine Wahrschein- 
lichkeitsbestimmung gegründet werden, so muß bekannt sein, welcher 
Teil des Gesamtbereichs der Ausführungsmodalitäten jedem einzelnen 
Falle zugeordnet ist in dem Sinne, daß die spezielle Ausführung der 
allgemeinen Bedingungen, wenn sie in einen solchen Teil fällt, den 
betreflFenden Fall notwendig herbeiführt. Die einfachste Teilung des 
Gesamtbereiches ist nun die, daß den einzelnen Fällen gleiche Teile 
desselben zukommen. Die einzelnen Fälle heißen dann gleichniögliche 
Fälle] in jüngster Zeit sind dafür auch die Bezeichnungen „gleich- 
berechtigte"^) und „gleichwertige''*) Fälle, Annahmen u. dgl. ge- 
braucht worden. 

Eine für die Wahrscheinlichkeitstheorie fundamentale Frage geht 
nun dahin, auf welcher Grundlage über die Gleichmöglichkeit der 
Falle entschieden werden soll. Um zur Beurteilung dieser Frage 
Stellung nehmen zu können, gehen wir zunächst auf die Erklärungen 
zurück, welche zwei Klassiker unseres Gegenstandes, Jacob Ber- 
noulli und Laplace, für die gleichmöglichen Fälle gegeben haben. 



1) J. V. Krieg, Die Prinzipien der WahrscheinlichkeitsrechnnDg, 1886. 

2) Ch. S ig wart, Logik, II, p. 806. 



10 Erster Teil. Wahrgcheinlichkeitetheorie. 

Bernoulli^) erklärt die sechs Fälle, welche ein Würfel darbieten 
kann, für gleichmöglich, da ^^wegen der gleichen Gestalt aller Flächen 
und wegen des gleichmäßig verteilten Gewichtes des Würfels kein 
Grund dafür vorhanden ist, daß eine Würfelseite leichter als eine 
andere fallen sollte". Laplace*) umschreibt den Terminus „gleich- 
mögliche Fälle" das eine Mal mit den Worten, es öeien Fälle, „über 
deren Dasein wir in gleicher Unwissenheit sind, und erklärt sie ein 
zweites Mal damit, man „habe keinen Grund zu glauben, einer der 
Fälle werde eher eintreten als die andern". 

Beide Erklärungen berufen sich auf das logische Prinzip des 
mangelnden Grundes^ das hier zu folgendem Schlüsse benützt wird: 
Weil kein Grund erkennbar ist, der für eine imgleiche Realisierungs- 
möglichkeit der Fälle sprechen würde, so werden diese als gleich- 
möglich erachtet. Indessen ist nicht zu übersehen, daß Bernoulli 
in dem angeführten Beispiel wie auch an andern Stellen des zitierten 
Werkes nicht dieses Prinzip allein anwendet, sondern auch für die 
Gleichheit der Fälle Gründe anführt. 

Ein Prinzip, welches dem vorigen gegenüber den entgegengesetzten 
Standpunkt einnimmt, ist das des zwingenden Grundes, welches die 
Gleichmöglichkeit der Fälle nur dann auszusprechen gestattet, wenn 
dafür entscheidende, zwingende Gründe vorhanden sind. 

Diese beiden Prinzipe bezeichnen gewissermaßen die beiden ex- 
tremen Standpunkte, auf welche man sich bei der Beantwortung der 
oben formulierten Frage stellen kann; von der Wahl zwischen beiden 
hängt die Ausdehnung des Anwendungsgebietes der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung ab. 

Zur Erläuterung mögen einige Beispiele dienen. 

Weiß man von einer Urne bloß, daß sie nur weiße und schwarze 
£ugeln enthält, so kennt man wohl die Disjunktion „weiß oder 
schwarz", über ihre Glieder herrscht aber im übrigen absolutes Nicht- 
wissen, was im Sinne der Laplac eschen Umschreibung als gleiches 
Nichtwissen ausgelegt werden kann, es besteht also auch kein Grund 
anzunehmen, daß der weißen Kugeln mehr oder weniger vorhanden 
seien als der schwarzen; folglich ist, wenn man den ersten Stand- 
punkt einnimmt, die Wahrscheinlichkeit eines jeden Disjunktionsgliedes 

mit - anzusetzen. Der zweite Standpunkt gestattet diesen Ansatz 

nur dann, wenn das positive Wissen vorhanden ist, daß von jeder 
Farbe gleichviel Kugeln in der Urne sich befinden. 

Wird ein von sechs Flächen, welche durch aufgeschriebene 
Nummern voneinander unterschieden sind, begrenzter Körper hin- 



1) Ars conjectandi, 1713, p. 224 (Ostwalds Klassiker, Nr. 108, p. 88). 

2) Theorie analjtique des probabilit^s (1812) p. 178—179. 
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geworfen, so besteht über die möglichen Fälle absolutes Nichtwissen, 
und es ist nach dem Grundsatz des mangelnden Grundes jedem die 

Wahrscheinlichkeit — zuzuschreiben. Das Prinzip des zwingenden 

Grundes verlangt aber ein ganz bestimmtes positives Wissen über die 
physische Konstitution des „Körpers^^, wenn dieser Ansatz zulässig 
sein soll: es setzt die Würfelform und eine derartige Verteilung der 
Masse voraus, daß der Schwerpunkt mit dem geometrischen Mittel- 
punkt zusammenfällt. 

Der Frage gegenüber, welche Wahrscheinlichkeit es hat, daß ein 
Himmelskörper, z. B. der Sirius, Eisen enthalte, antwortet das ei-ste 
Prinzip, auf das völlige Nichtwissen über das Ja*' und „nein" ge- 
stützt, mit • Das andere Prinzip wird es, eben mangels jeglichen 

positiven Wissens, ablehnen, eine Antwort zu geben. Ganz allgemein: 
Aus dem bloßen Urteile: „Wenn Ä, so ist B oder nicht JS" wird auf 
der einen Seite für die Aussage: „Wenn Ä^ so ist JB" immer auf die 

Wahrscheinlichkeit g- geschlossen, während die andere Seite ein 

solches Urteil nicht als Gegenstand der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
zuläßt. 

Diese Ausführungen sind wohl geeignet, dem zweiten Standpunkt 
den Vorzug zu geben, soll anders den Wahrscheinlichkeiten nicht 
bloß eine formale, sondern eine objektive Bedeutung zukommen, sollen 
sie der Ausdruck eines bestimmten Wissens und nicht ein bloßes 
Symbol für das Nichtwissen über eine Urteilsmaterie sein. 

Indessen soll nicht verschwiegen werden, daß es in den selten- 
sten Fällen gelingen wird, die Gleichmöglichkeit in jener Strenge zu 
erweisen, wie es das Prinzip des zwingenden Grundes fordert. Man 
wird bezüglich einer Münze, eines Würfels, wenn sie noch so genau 
den an sie zu stellenden physischen Anforderungen entsprechen, wohl 
nie mit apodiktischer Gewißheit sagen können, daß für die einzelnen 
Seiten gleiche Realisierungsmöglichkeit bestehe. Wenn man trotzdem 
von gleichmöglichen Fällen spricht, so stützt man sich dabei bezüg- 
lich des Restes doch wieder auf das Prinzip des mangelnden Grundes: 
weil man keinen Grund hat, anzunehmen, daß die etwa vorhandene 
Abweichung gerade diese oder jene Seite begünstige, schreibt man 
den Seiten gleiche Realisierbarkeit zu. Daß dies aber ein ganz 
anderer Schluß ist als der bei dem „sechsflächigen Körper'^ gemachte, 
ist leicht zu erkennen; bei dem Spiel würfel, wenn er nicht auffällig 
von dem Typus des Würfels abweicht, tvird die (wohl sicher vor- 
handene) Ungleichheit bezüglich der einzelnen Seiten keine erhebliche 
sein; bei jenem Körper von unbekannter Form und Massenverteilung 
kann sie aber sehr beträchtlich sein. Man kann im allgemeinen sagen, 
daß die über konkrete Urteilsmaterien aufgestellten Wahrscheinlich- 
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keiten mit den Ergebnissen einer materiellen Messung das gemein 
haben^ innerhalb gewisser Grenzen unsicher zn sein; die jeweilige Weite 
dieser Grenzen (sofern es denkbar wäre, sie zu ermitteln) wäre ein 
Maß für die Sicherheit, Genauigkeit oder für den Erkenntniswert^) 
der betreffenden Wahrscheinlichkeit. 

Für die Beurteilung des Möglichkeitsgrades der einzelnen Fälle 
ist jedoch das feste positive Wissen, welches man über dieselben hat^ 
Dicht allein maßgebend; es kommt yielmehr auch auf den Vorgang 
bei der Verwirklichung der allgemeinen Bedingungen an. Dieser muft 
so geartet sein, daß er jede Betätigung einer Absicht desjenigen, der 
die Ausführung vornimmt, auf die Begünstigung eines oder einer 
Gruppe von Fällen vollkommen ausschließt. Bei wiederholten Reali- 
sierungen muß, wenn dies so ausgedrückt werden darf, alles vorge- 
kehrt werden, was geeignet ist, allen einzelnen Fällen gleiche Ge- 
legenheit zu ihrer Realisierung zu gewähren. Wenn jemand mit einem 
„vollkommenen" Würfel einen „Wurf' derart ausfuhrt, daß er dem 
Würfel erst eine bestimmte Lage gibt und ihn dann aus geringer 
Höhe auf den Tisch frei fallen läßt, so schließt dieser Vorgang die 
Begünstigung des Erscheinens einer bestimmten Seite nicht aus, und 
man kann einer solchen Verwirklichung des „Werfens'' gegenüber 
trotz der (vorausgesetzten) Vollkommenheit des Würfels den einzelnen 
Seiten nicht mehr gleichen Möglichkeitsgrad zusprechen. Hiemach 
ist wohl zu erkennen, warum man bei dem Spiel „Wappen — Schrift'* 
die Münze hoch emporschleudert, bei dem Würfelspiel den Würfel 
erst in einem Becher schüttelt und dann hinwirft, die Blätter eine» 
Kartenspiels auf der Rückseite so gleichartig als möglich gestaltet 
und sie mischt, die Nummern oder Kugeln in einer Urne zwischen 
aufeinanderfolgenden Ziehungen durcheinander mengt usw. 

Die möglichen Fälle einer Urteilsmaterie scheiden sich in bezug 
auf einen bestimmten Erfolg oder auf ein Ereignis in solche, mit 
deren Verwirklichung der Eintritt des Erfolges verbunden ist — die 
günstigen Fälle — und in die übrigen, welche als die dem betreffenden 
Ereignis ungünstigen bezeichnet werden. Bei dem Umenbeispiel (eine 
weiße, zwei schwarze, drei rote Kugeln) sind dem Erscheinen einer 
schwarzen Kugel zwei Fälle günstig und vier Eälle ungünstig. 

Mitunter gebraucht man für die günstigen Fälle auch die Be- 
zeichnung Chaticen des Ereignisses. Indessen wird dies Wort in der 
Wahrscheinlichkeitstheorie mit wechselnder Bedeutung angewandt; so 
werden zuweilen die bleibenden bekannten Umstände, für welche im 
vorigen Artikel der Name Ursachen (der möglichen Erfolge) angeführt 
worden ist, auch Chancen genannt; nicht selten wird das Wort Chance 

1) Man vergleiche hierzu K. Stumpf, 1. c, und die Kritik A. Meinongs 
ober V. Eries' Prinzipien der Wahr8chjjpili||MÜiBrechnung, Gott. gel. Anz. 1890. 
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als Synonym für Wahrscheinlichkeit (insbesondere danD, wenn subjek- 
tive Momente ausgeschlossen sind) gebraucht. 

6. Die Voranssetnmgen der WahrsoheinllohkeitBreolmimg. 

Es wird sich empfehleu^ am Schlüsse dieser grundlegenden Betrach- 
tungen das Operationsfeld der WahrscheinlichkeitsrechnuDg näher zu 
kennzeichnen. 

Die Wahrscheinlichkeitstheorie abstrahiert von dem kausalen Zu- 
sammenhange des Geschehens, stellt also die Hypothese rein zufälliger 
Ereignisse auf, womit zugleich die völlige gegenseitige Unabhängigkeit 
der Vorgänge supponiert ist, welche solche Ereignisse herbeiführen. 
Sie nimmt femer bei den möglichen Fällen, mit welchen sie operiert, 
Gleichmöglichkeit an. 

Den aus diesen Prämissen durch logische Schlüsse abgeleiteten 
Sätzen der Wahrscheinlichkeitsrechnimg kommt ebenso wie den Lehr- 
sätzen der andern Teile der reinen Mathematik Gewißheit zu. Es 
entsteht aber die Frage, ob ihnen auch irgendeine Bedeutung für die 
Wirklichkeit zukommt, da in dieser die gemachten Voraussetzungen 
niemals streng erfüllt sind. 

Auf diese Frage ist zunächst mit dem Hinweis auf andere Ge- 
biete der Wissenschaft zu erwidern. Die Geometrie geht beispiels- 
weise auch von GrundbegriflFen aus, die nirgends vollkommen verwirk- 
licht sind, wie Punkt, Gerade, Ebene; von ihren Sätzen macht man 
aber trotzdem mit Erfolg Gebrauch bei Untersuchungen über die 
räumliche Anordnung der Materie. In jenen Wissenschaften, die auch 
mit den inneren Eigenschaften der Materie zu rechnen haben, geht 
die Abstraktion viel weiter; die Vorstellungen von der stetigen Er- 
füllung des Raumes durch Materie, von starren, vollkommen unelasti- 
schen, von vollkommen elastischen Körpern, von gewichtlosen, bieg- 
samen und nicht dehnbaren Fäden u. ä., deren man sich in der 
Mechanik bedient, um Probleme der mathematischen Behandlung zu- 
ganglich zu machen, die ohne solche Abstraktionen gar nicht in An- 
griff genommen werden könnten, sind Hypothesen, die sich nirgends 
streng verwirklicht finden. Und* doch lehrt die tägliche Erfahrung, 
daß sich mit den Sätzen der Mechanik Probleme der Praxis in brauch- 
barer Weise behandeln lassen. Die Erfahrung ist auch das einzige 
Mittel, die Anwendbarkeit theoretischer Sätze auf die Wirklichkeit zu 
erproben; auf rein logischem Wege läßt sich darüber keine Entschei- 
dung treffen. 

Es ist also durchaus nicht ausgeschlossen, daß auch die Sätze 
der Wahrscheinlichkeitsrechnimg sich werden auf wirkliche Vorgänge 
anwenden lassen. Freilich könnte ein Zweifel in der Richtung be- 
stehen bleiben, daß, um bei dem Beispiel der Geometrie zu verbleiben, 
die Grundbegriffe hier durch Abstraktion aus der Wirklichkeit ge- 
wonnen sind, daß es also nicht überraschen könne, wenn die 
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sich in der Wirklichkeit mit größerer oder geringerer Annäherung 
bestätigt finden; wogegen die GnindbegrifiFe ^er Wahrscheinlichkeits- 
theorie anscheinend freie Schöpfungen des Geistes sind. Dem ist aber 
in der Tat nicht so; auch diese BegriflFe sind realen Ursprungs, näm- 
lich aus dem Bestreben hervoi^egangen, die relative Häufigkeit des 
Auftretens bestimmter Spielergebnisse aus den Bedingungen des Spiels 
zu erklären. 

7. Definition der mathematiBOhen Wahrscheinlichkeit. 
Wenn das positive Wissen über eine ürteilsmaterie die Auflösung der 
Möglichkeiten in eine zählbare Menge einzelner gleichmöglicher Fälle 
gestattet, so drückt sidi die Wahrscheinlichkeit eines auf der ürteils- 
materie beruhenden Ereignisses als Qtwtient ans der Anzahl der ihm 
ffünstigen durch die Anzahl der gleichmöglichen Fälle aus. 

Durch die der Definition vorangestellten Worte ist schon ange- 
deutet, daß sie zur Erledigung nur eines bestimmten Teils von Fragen 
ausreichen werde. Die Definition wird daher im Verlaufe der Unter- 
suchungen Erweitenmg nnd Ausgestaltung erfahren müssen. 

Indem wir ein Ereignis mit E bezeichnen, soll seine Wahrschein- 
lichkeit durch das Symbol SB(JB) ausgedrückt werden. Die Form der 
Funktionsbezeichnung erinnert daran, daß die Urteilsmaterie dem Er- 
eignis eine bestimmte Wahrscheinlichkeit zuordnet 

Ist also g die Anzahl der dem Ereignis E günstigen und m die 
Anzahl aller möglichen Fälle, so ist 

n{E) = f (1) 

die Wahrscheinlichkeit von E. 

Eine solche zahlenmäßig bestimmte Wahrscheinlichkeit nennt 
man zum Unterschiede von dem allgemeinen Begriff der Wahrschein- 
lichkeit als Gegensatz der Notwendigkeit wohl auch eine matJiematische 
Wahrsclieinlichkeit. 

Die Methode, welche in der obigen Definition ihren Ausdruck 
findet, bezeichnet man als eine Wahrscheinli4^keitshestimmung a priori. 
Mitunter wird diese Bezeichnung*) auch auf die Wahrscheinlichkeit 
selbst übertragen und dann von einer „Wahrscheinlichkeit a priori" 
oder von einer „apriorischen Wahrscheinlichkeit" gesprochen. 

Das Zahlengebiet, auf welchem sich in solcher Weise bestimmte 
Wahrscheinlichkeiten bewegen, ist das der (positiven) echten Brüche, 
also der rationalen Zahlen aus dem Intervall (0, 1) mit Ausschluß 
der Grenzen; denn diese Grenzen charakterisieren eine Notwendigkeit 

1) Dieselbe ist in diesem Zusammenhange zuerst von Jacob Bernoulli, 
Ars coiyectandi, p. 224 (Ostwalds Klassiker Nr. 108, p. 89), gebraucht worden. 
Über die zweite Methode, von ihm. „WahrscheinlichkeiUbestimmung a posteriori" 
genannt, handelt der DI. Abschnitt. 
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oder Gewißheit] die untere, aus fl' = entspringend, drückt die Not- 
wendigkeit des Nichteintreffens, die obere, aus g^m heryorgehend, 
die Notwendigkeit des Eintreffens von E ^us. Eine zutreffende geo- 
metrische Darstellung der Wahrscheinlichkeiten und der Notwendig- 
keit böte eine Kreislinie vom Umfange 1 dar: ein Punkt derselben 
wäre das Bild der Notwendigkeit, zur einen Seite (0) des Nichtein- 
treffens, zur andern Seite (1) des Eintreffens. 

Die g'^m — g Fälle, welche nach Ausscheidung der günstigen 
verbleiben, nennt man in bezug auf das Ereignis E ungünstige Fälle 
und die Verwirklichung eines derselben ein dem E entgegengesetztes 
Ereignis E (gleichbedeutend mit dem Nichteintreffen von E\ Seine 

Wahrscheinlichkeit ^(E) ist durch den Bruch — gegeben, also 



m m 



woraus 



3&{E) + 3&{E) ^ 1 (2) 

folgt, so daß zwei entgegengesetzte Ereignisse Wahrscheinlichkeiten 
besitzen, die sich zur Einheit ergänzen. Von dieser Beziehung wird 
zuweilen vorteilhafter Gebrauch gemacht, wenn die Berechnung von 
S58(jB) sich leichter gestaltet als die des fraglichen 3!&{E). 

Sind E^, E^'" E^ Ereignisse, welche im Bereiche der Möglichkeit 
liegen und einander ausschließen; entsprechen unter den m möglichen 
Fällen diesen Ereignissen beziehungsweise ^i, g^, "' g» günstige Fälle^ 
so folgt SLUS g^ + g^+ hg^^ ni, daß 

^(E,) + 2B(i;,) + . . . + 3S(E^) = 1. (3> 

Diese Gleichung ist eine Erweiterung der Gleichung (2) und be- 
sagt, daß die Wahrscheinlichkeiten einer Reihe einander ausschließen- 
der Ereignisse die Summe 1 ergeben. 

8. Bedeatung der Wahrsoheinllohkeit. Wenn sie es auch 
nicht deutlich ausgesprochen, so haben doch schon die ersten Schrift- 
steller auf unserem Gebiete unter der Wahrscheinlichkeit ein Maß für 
die Berechtigung einer Erwartung oder Vermutung verstanden. Jacob 
Bernoulli hat diese Auffassung schon durch den Titel zum Aus- 
druck gebracht, den er seinem berühmten Werke gab: Ars conjectandi, 
d. i. Vermutungskunst. Die neuere philosophische Forschung hat sich 
dieser Deutung angeschlossen, v. Kries^) erkennt es als charakte- 
ristische Eigentümlichkeit einer Wahrscheinlichkeitsaussage, daß sie 
die mehr oder minder große Berechtigung einer Erwartung angebe, 
wenn auch jedesmal die Nichterfüllung derselben als möglich erscheint. 
Stumpf*) weicht hiervon nur insofern ab, als er von einer vernünf- 

1) 1. c, p. 21 und 286. 2) 1. c. 
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tigen Erwartung gesprochen wissen will, womit gesagt sein soll, daß 
bei der Bildung der numerischen Wahrscheinlichkeit nur Vemunft- 
gründe und nicht auch seelische Affekte zu Worte kommen sollen; 
wie man erkennt, kann diese Bemerkung sich nur auf subjektive Wahr- 
scheinlichkeitsschätzungen beziehen. Das Wort Erwartung ersetzt er 
durch Vermutung, um der Vorstellung vorzubeugen, als ob es sich 
immer nur um Zukünftiges handelte. 

Einen materiellen Ausdruck findet die Auffassung der Wahr- 
scheinlichkeit als eines Erwartungsmaßes in der seit jeher üblichen 
Darstellung des Wahrscheinlichkeitsverhältnisses in Form einer Wette. 
Von dem Grundsätze ausgehend, die Einsätze in einer Wette müßten 
proportional sein der Stärke der Erwartung, daß das von dem ein- 
zelnen an der Wette Beteiligten bezeichnete Ereignis eintreffen werde 
oder eingetroffen sei, hat man die Wahrscheinlichkeit eines Ereig- 
nisses, dem g Fälle günstig und g' Fälle zuwider sind, mit den Worten 
gekennzeichnet: es sei g gegen g* auf das Eintreffen des Ereignisses 
zu wetten. 

Nicht immer richtig ist das Verhältnis zwischen der verschiedener 
Grade fähigen Wahrscheinlichkeit und der absoluten Notwendigkeit 
oder Gewißheit beurteilt worden. Jacob Bernoulli^) bezeichnet die 
Wahrscheinlichkeit als einen Grad der Gewißheit und schreibt einem 

Ereignis von der Wahrscheinlichkeit - den entsprechenden Bruchteil 

der Gewißheit zu; den gleichen Standpunkt hat auch noch der erste 
deutsche Philosoph, der sich mit der Kritik der Prinzipien der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung befaßte, J. J. Fries*), eingenommen. Auch 
bei Laplace*^) findet sich eine Stelle, die hieran anklingt; an die 
Bemerkung, daß die WahrscheinUchkeit sich in Gewißheit verwandle 
und ihr Ausdruck die Einheit werde, wenn alle Fälle dem Ereignis 
günstig sind, knüpft er die Worte an, daß unter diesem Gesichts- 
punkte Gewißheit und Wahrscheinlichkeit vergleichbar seien; durch 
den weiteren Zusatz aber, daß ein wesentlicher Unterschied zwischen 
den beiden Zuständen des Geistes bestehe, wenn ihm eine Wahrheit 
streng bewiesen ist, oder wenn er noch eine kleine Quelle des Irrtums 
wahrnimmt, läßt er schon den richtigen Standpunkt durchblicken, auf 
den vor ihm schon Condorcet*) sich gestellt hat und den die neuere 
Philosophie behauptet: Wahrscheinliehkeit und Gewißheit (oder Not- 
virendigkeit) sind Dinge wesentlich verschiedener Natur, und es gibt 
keine Brücke, die von der einen zur andern geschlagen werden 



1) Ars coxg'ectandi, p. 211 (Ostwalds Klassiker Nr. 108, p. 72). 

2) Versuch einer Ejritik der Prinzipien der Wahrscheinlichkeitsrechnung, 
1842, p. 16. 

3) Theorie analyt. d. probab. (1812) p. 179. 

4) Essai sur Tapplication de Tanaljse ä la prob. etc. 1785. 
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könnte.^) Damit sind auch die mannigfachen Versuche ihrem logischen 
Werte nach gekennzeichnet, welche unternommen worden sind, um 
Zwischenglieder oder Übergänge zwischen Wahrscheinlichkeit und Ge- 
wißheit einerseits und Unmöglichkeit andererseits herzustellen. So unter- 
scheidet schon Jacob Bernoulli') zyrischen absohäer und moralischer 
Gewißheit und Unmöglichkeit, unter letzteren sehr hohe, beziehungs- 
weise sehr niedrige Grade von Wahrscheinlichkeit verstehend. Ahn- 
liche BegrifFsbildungen, welche gegen die fundamentale Erkenntnis 
verstoßen, daß ein Ereignis von einer der Einheit noch so nahen 
Wahrscheinlichkeit nicht eintreffen muß und ein Ereignis von noch so 
kleiner Wahrscheinlichkeit eintreffen kann, finden sich später bei 
D'Alembert*), Buffon*), De Morgan*) unter den Namen praktische 
Gewißheit, physische Unmöglichkeit u. dgl. 

9. Literatur. Die ersten Probleme der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung betrafen Glücksspiele und bezogen sich auf die mathemati- 
sche Seite des G^enstandes. Auf seine philosophische Seite ist Jacob 
Bernoulli im vierten Teile seiner „Ars coiyectandi" 1713 (Ostwalds 
Klassiker Nr. 107 u. 108) zuerst des näheren eingegangen und hat 
zugleich zu zeigen sich bestrebt, daß die Anwendbarkeit und Bedeu- 
tung der Wahrscheinlichkeitsrechnung nicht bei den Glücksspielen 
aufhöre, sondern tief eingreife in viele Gebiete des praktischen Lebens. 
Laplace, dessen „Theorie analytique des probabUites'^ (1812, 1814, 
1820; ges. Werke VII, 1886) ein Hauptwerk über unseren Gegenstand 
bildet und zugleich einen gewissen Abschluß seiner theoretischen Grund- 
legung bedeutet, hat sich in erster Linie der Ausbildimg der mathe- 
matischen Seite und den Anwendungen zugewendet und ist weder hier 
noch in der ausdrücklich als „Essai philosophique des probabilit^s'^ 
bezeichneten Schrift, welche dem vorhin genannten Werke von der 
zweiten Auflage an als „Introduction'' vorangestellt ist (deutsch von 
Tönnies 1819 und von N. Schwaiger 1886), auf die prinzipiellen 
Fragen ausführlich eingegangen. Unter den BVanzosen war es vor- 
nehmlich Cournot, welcher in seiner „Exposition de la throne des 
chances et des probabilites" 1843 (deutsch von H. Schnuse, 1849) 
sich diesen Fragen zuwandte und zur tieferen Begründung der Wahr- 
scheinlichkeitstheorie beitrug. Fast zur selben Zeit (1842) ließ der 

1) R. Lämmel, Untersuchungen über die Ermittlung von Wahrscheinlich- 
keiten (Inaug.-Dissert. 1904), p. 44—46 übt Kritik an dieser Auffassung und sieht 
mathematisch 1 und als „Grenzwerte der Wahrscheinlichkeiten** an; Sicherheit 
ist für ihn nur maximale Wahrscheinlichkeit (eine recht unklare Definition). Ich 
kann mich seiner Anschauung nicht anschließen und möchte darauf hinweisen, 
daß es zum Wesen des Grenzwertes gehört, daß er nicht erreicht wird. 

2) Ars co^jectandi, p. 211 (Ostwalds Klassiker Nr. 108, p. 78). 

8) Beflexions sur Je calcul des probab. Opusc. math^m. II, 1761. 

4) Essai d'Arithmetique morale. Suppl. Hist. Natur. IV, 1787. 

6) Encycl. Metropol. II, Artikel „Theory of probability'*, 1846, p. 396. 

Ocuber, Wahnoheinlichkeitsrechnting. L S. Aufl. ^ 
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deutsche Philosoph J. J. Fries seinen „Versuch einer Kritik der Prin- 
zipien der Wahrscheinlichkeitsrechnung*' erscheinen, worin er sich gleich 
Gournot gegen die bis dahin geübte rein formale oder logische Be- 
handlung der Wahrscheinlichkeitsrechnung wendet. Ein neueres fran- 
zösisches Werk, J. Bertrands „Calcul des Probabilit^s", 1889, widmet 
der philosophisch-kritischen Seite des Gegenstandes eine umfangreiche 
Einleitung, die sich namentlich mit einzelnen Anwendungsgebieten be- 
flEÜBt und in ihren Schlußfolgerungen zu einer wohl allzuweit gehenden 
Einschränkung des Geltungsbereiches führen würde. Das Verhältnis 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu dem hypothetisch-disjunktiven Ur- 
teil hat Ch. Sigwart in seiner „Logik^ (II. Bd., 1878, 1893) klar- 
gelegt und dadurch ihre Stellung im System der Logik gekennzeichnet. 
Aus der jüngsten Zeit stammen drei bemerkenswerte Arbeiten, 
die sich mit der philosophischen Kritik der Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung ausschließlich befassen, die mathematische Seite völlig beiseite 
lassend oder jedenfalls in zweite Linie stellend. Die Broschüre A. Ficks, 
betitelt „Philosophischer Versuch über die Wahrscheinlichkeiten", 1883, 
geht auf das Wesen der Bildung von Wahrscheinlichkeiten ein, ist 
aber zu allgemein gehalten, um eine fQr die praktische Ausführung 
geeignete Richtschnur zu geben. Am tiefsten geht auf alle hierher 
gehörigen Fragen J. v. Kries in seiner ausführlichen Schrift über 
„Die Prinzipien der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Eine logische Unter- 
suchung^^ 1886 ein; ihm handelt es sich vor allem um Feststellung 
der Bedingungen für eine begründete Wahrscheinlichkeitsaufstellung, 
femer um eine Prüfung der bisher von der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
gemachten Anwendungen daraufhin, wieweit hier jene Bedingungen 
vorhanden sind, und um die Betonung der objektiven Bedeutung auf 
richtiger Ghnndlage berechneter Wahrscheinlichkeiten; auf das X. Kapitel 
dieses Buches muß an dieser Stelle besonders hingewiesen werden, 
weil es die geschichtliche Darstellung der philosophischen Grundlagen 
der Wahrscheinlichkeitstheorie und eine Kritik der hierher gehörigen 
Versuche unternimmt. In teilweisem Gegensatze zu der Auffassung 
V. Kries, welche vermöge ihrer strengen Forderungen geeignet ist, 
den Anwendungsbereich der Wahrscheinlichkeitsrechnung einzuschrän- 
ken, steht C. Stumpf in seiner 1892 in den Sitzungsberichten der 
philosophischen Klasse der bayrischen Akademie veröffentlichten Ab- 
handlung „Über den Begriff der mathematischen Wahrscheinlichkeit", 
indem er sich auf das Prinzip des mangelnden Grundes stützt und die 
Zulässigkeit einer Wahrscheinlichkeitsaufstellung an viel weiter ge- 
faßte Bedingungen knüpft. Goldschmidts Schrift: „Die Wahrschein- 
lichkeitsrechnung. Versuch einer Kritik", 1897, die sich zum Teil als 
eine Kritik der beiden vorgenannten Arbeiten darstellt, läßt an man- 
chen Stellen die nötige Schärfe der Auffassung und Bestimmtheit des 
Ausdrucks vermissen. Sehr beachtenswerte Ausführungen zu den 
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Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie enthält das 1906 erschienene 
Buch von H. Brnns: „Wahrscheinlichkeitsrechnung und KoUektivmaß- 
lehre'^; auf das wir in anderem Zusammenhange noch zu sprechen 
kommen werden. 

§ 2. Direkte Wahrsoheinliclikeitsbestimmung. 

10. Blldmig nnd ZUümig der möglichen nnd gttnstigen 
F&Ue. Die Bestinunung einer Wahrscheinlichkeit auf Orund der in 
Nr. 7 aufgestellten Definition setzt voraus, daß sich aus den Bedin- 
gungen des Problems eine Gesamtheit gleichberechtigter und inner- 
halb dieser die Gesamtheit der dem betreffenden Ereignis günstigen 
Fälle konstruieren lasse; mit der Zählung dieser Gesamtheiten ist das 
Problem gelöst. Die Bildung der Fälle ist ein kombinatorischer Prozeß, 
dessen richtige Durchführung eine scharfe Zergliederung der Bedin- 
gungen der Aufgabe erfordert. Hiermit hängt die Tatsache zusammen, 
daß die Kombinatorik, welche später zu einem selbständigen Zweige 
der reinen Mathematik sich entwickelt hat, mit der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung zugleich ihren Anfang genommen und von ihr die 
ersten Aufgaben empfangen hat.^) Die Kombinatorik lehrt einerseits 
die systematische Bildung von Eomplexionen gegebener Elemente, die 
bestimmten Bedingungen zu entsprechen haben, und befaßt sich 
andererseits mit der Zählung dieser Eomplexionen. 

U. Formeln der Kombinatorik. Die kombinatorischen Grund- 
operationen sind die Bildung von Permutationen, Kombinationen und 
Variationen. 

Eine Reihe von n verschiedenen Elementen permutieren heißt, dieser 
Reihe alle möglichen Anordnungen geben; die Anzahl der Permuta- 
tionen ist durch 

1 • 2 • 3 • • • w, symbolisch n\, 

gegeben. Sie vermindert sich, wenn sich unter den Elementen a gleiche 
Elemente befinden, auf 

n![ 



1) Pascal, der sich mit Fermat in den Ruhm der Begründung der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung teilt, hat in seinem „Trait^ du triangle arithm^ti- 
que" (1665) die erste bedeutendere Arbeit über Kombinatorik geliefert. Fast um 
dieselbe Zeit schrieb Leibniz seine „Dissertatio de arte Gombinatoria^* (1666) 
und handelte Wallis in seinem ,,Treatise of algebra" (1686) in einem besonderen 
Kapitel über den Gegenstand. Das erste umfassende Werk über Wahrscheinlich- 
keitsrechnung, Jacob Bernoullis posthume „Ars conjectandi", 1718, acht Jahre 
nach des Verfassers Tode Ton seinem Neffen Nikolaus!. BernouUi heraus- 
gegeben, bringt in seinem ssweiten Teile auch die erste systematische Darstellung 
der ,,Permutations- und Kombinationslehre^^; von J. Bernoulli stammen auch 
einzelne der heute in der Kombinatorik üblichen Benennungen. 
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und sie Termindert sich weiter auf 

_n! 

wenn außer den a gleichen Elementen einer Art noch b gleiche Ele- 
mente einer andern Art sich vorfinden usw. 

Eine Reihe von n Elementen zur r-ten Elasse ohne Wiederhohmg 
kombinieren heiBt^ sie auf alle möglichen Arten in Gruppen Ton je 
r Elementen zusammenstellen derart^ daß ein Element in einer Gruppe 
nnr einmal vorkommt; auf die Anordnung der Elemente innerhalb 
einer Eomplexion kommt es dabei nicht an. Die Anzahl der Kombi- 
nationen ist 

n(n — l)--(n — r+l) , ,. , /n\ 
i.2...r ' symboLsch (^j, 

und kann durch Fakultäten ausgedrückt werden, indem auch 



C) 



n! 



rlin — ry. 

ist Die Klassenzahl ist durch die Eleroentenzahl beschränkt, indem 
r ^n sein muß. 

Eine Reihe von n Elementen zur r-ten Klasse mit Wiederholung 
kombinieren heißt, auf alle möglichen Arten Gruppen von r Elementen 
bilden mit der Maßgabe, daß ein und dasselbe Element in einer Kom- 
plexion mehrmal und selbst r-mal sich wiederholen kann; auf die An- 
ordnung der Elemente innerhalb einer Komplexion kommt es nicht 
an. Die Anzahl solcher Kombinationen ist 

n(n+l)...(n + r~l) 
1.2. r ' 

und durch Fakultäten ausgedrückt: 

(n + r-l)! 
r!(n — 1)! 

Die Klassenzahl ist hier unbeschränkt. 

Aus einer Reihe von n Elementen Variationen ohne Wiederlwlung 
zur r-ten Klasse bilden heißt, auf alle Arten und in allen möglichen 
Anordnungen Gruppen von je r verschiedenen Elementen bilden. Die 
Anzahl derartiger Komplexionen ist 

„(„_!). ..(„_^+1) = hQ, 

durch Fakultäten ausgedrückt: 

n\ 

(n-r)!' 

Die Klassenbildung ist durch die Elementenanzahl beschränkt. Die 
Variationen der obersten, n-ten, Klasse fallen mit den Permutationen 
der Elemente zusammen. 
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Aus einer Reihe yon n Elementen Variationen mit Wiederholung 
der r-ten Klasse bilden heißt, auf alle möglichen Arten und in allen 
Anordnungen Gruppen von je r Elementen bilden, worunter sich 
gleiche Elemente selbst bis zur Anzahl r befinden können. Die An- 
zahl dieser Komplexioneu ist 

imd die ELlassenbildung ist unbeschrankt. 

Mit einer von Krampf) stammenden Bezeichnung für Produkte 
aufeinander folgender natürlicher Zahlen, wonach für das Produkt 
n{n — 1) • • (n — r + 1) das Symbol n'*/"^ oder auch das Symbol 
(n — r + ly^ gebraucht wird, läßt sich 

n! auch in der Form l*''^ 

-^, inderFonn j;, 

a\b\ löAl^A 







in der Form — >t- 



usw. schreiben. 

Bemerkenswert und wichtig ist der Umstand, daß sich die An- 
zahlen der verschiedenen Arten von Komplexioneu, bis auf die Varia- 
tionen mit Wiederholung, durch Fakultäten darstellen lassen. Dem- 
nach würde man für praktische Zwecke mit einer Tafel der Fakul- 
töten das Auskommen finden.^) Indessen wachsen die Fakultäten mit 
der Zahl n sehr rasch an und werden bei sehr großem n physisch 
xmberechenbar; um so weniger wären Rechnungen mit mehreren Fakul- 
iaten großer Zahlen direkt zu bewerkstelligen. Während die Fakul- 
täten der zehn ersten Zahlen noch innerhalb mäßiger Grenzen sich* 
— es ist 



1!-=1, 2! = 2, 3! -6, 4! - 24, 5! = 120, 

6! = 720, 7 ! - 5040, 8 ! = 40320, 9! = 362880! 101 - 3,628800 

— , ist die Faktorielle von 20 eine neunzehnziffrige Zahl: 

20! - 2,,,432902„008176,640000 
und die Fakultät von 30 schon dreiunddreißigzifiErig: 

30! - 265,,,,,252859„„810729,,,468636„308480,000000. 



1) Chr. Kramp, Clements d'Aritbm., 1808. 

2) Unter dem Titel ,,Tabalarum ad faciliorem probabilitatiB computationem 
utilem Enneas'' hat (1824) C. F. Degen die zwölfstelligen Logarithmen aller n! 
von n =» 1 bis n I» 1200 herausgegeben. Eine sechsstellige Tafel gleichen um- 
fanges ist A. de Morgans Artikel „Theory of Probabilities" in der Encycl. 
Metropol. vol. 11 (1845) beigefügt. 
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la. Mb Varmäk toü Btirliiig. FOr die mathematisdie Aus- 
bildung der Wahrscheinlichkeitstlieorie bedeutete es einen großen 
Fortschritt, als es gelang, eine Funktion zu finden, welche den Wert 
der Fakultät einer großen 2^hl angenähert gibt und rechnerisch leicht 
zu handhaben ist De Moiyre^) hat den Weg hierzu angegeben 
und war zu einem Resultate gelangt, in welchem ihm nur noch die 
Natur einer in Form einer unendlichen Reihe dargestellten Eonstanten 
unbekannt blieb; dieser vollendende Schritt gelang Stirliug'), nach 
welchem später die betreffende Näherungsformel benannt worden ist. 
, Zum Zwecke ihrer Ableitung gehen wir yon der Tatsache aus, 
daß sich nl durch ein Eulersches Integral zweiter Gattung, durch 
eine Gammafanktion darstellen läßt. Es ist nämlich 



^^ß^'e-'dx. (1)- 



n! 

ö 

Gelingt es, für das Integral einen angenäherten Wert zu finden, so 
ist dadurch das angestrebte Ziel erreicht. Dazu ist vor allem not- 
wendig, die Natur der Funktion 

welche unter dem Integralzeichen steht, näher kennen zu lernen. Diese 
innerhalb der Integrationsgrenzen beständig positive Funktion hat f&r 
X '^O den Wert 0, nähert sich mit besiandig wachsendem x der Grenze 
Null und erlangt an der Stelle, welche sich aus der Gleichung: 

f{x) - x'^-^e-'in — x)^0 

ergibt^ das ist für o; » n, ihr Maximum: 

f(n)^n''e-"'. (2) 

Von diesem Maximum fällt sie sehr rasch ab und erlangt z. B. an der 
Stelle a: - 2n den Wert 

der ein um so kleinerer Bruchteil ihres größten Wertes ist, je be- 
trächtlicher n. So ist: 

ftr n - 10 f(n) - 453999,3 f(2n) - 0,046 489 • • f(n) 

^^ ^ 20 „ =- einer 18-ziffr. Zahl „ « 0,002 161 • • f{n) 

216127,, . . • 
„ „ 30 „ - einer 32-ziflfr. Zahl „ = 0,000 10 • • • f(n) 

19,,,,,2665 . . . 
„ „ 100. „ = einer löT-ziffr. Zahl „ = 0,00000000000004? • • • f{^t), 

3(86) 72007 • . • 

1) A. de Moivre, The Doctrine of Chances (1718, 1788, 1766). — Miscel 
lanea Analjtica (1730). 

2) J. Stirling, Methodus differentiaüs (1780). 
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Der typische Verlauf der Funktion ist aus der Fig. 1 ersichtlich^ in 
welcher jedoch die Ordinaten gegenüber den Abszissen in 10000-£acher 
Verkürzung dargestellt sind; sie entspricht dem Fall n » 10. 

Dies vorausgeschickt^ führen wir in 
dem Integral (1) eine neue Variable t 
mit Hilfe der Substitution 

x"e"^f(n)e'-'' (3) 

ein; x wird das Inteirall (0, oo) durch- 
laufen^ während t bestandig wachsend 
von — cx) bis cx> fortschreitet, so daB 
zunächst gelten wird: 






(4) 



dx 
. Um dßn Diflferentialquotienten -^ 

zu finden, werde eine neue Hilfsvariable | 
mittels der Gleichung 

eingeführt, welche beständig wachsend 
das Intervall (— n, oo) durchläuft, wahrend 
X auf seinem Gebiete (0, oo) stetig sich 
ändert; zugleich ist 

dx^ dk 

dt "^ dt' 

Aus der Gleichung (3) wird dadurch mit Rücksicht auf (2) 




(5) 



(n + |)-e- 



worauB 



and weiter 



— «=tt"e-"c-'' 



ir«-« 



.--(1+1)% 



.«-|-»l(l+i-) 



folgt. Entwickelt man den Logarithmus in eine Reihe, so ergibt sich 
f&r fi die Darstellung: 



Wählt man umgekehrt 5 in der Form 



(6) 
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— wobei ein von t freies Glied fortgelassen wnrde, weil 5 mit t zu- 
gleich verschwindet — , so ergeben sich darch Einsetzung dieses Aus- 
drucks bei Anwendung des Satzes der unbestimmten Koeffizienten zur 
Bestimmung von a^, a^y ... die Gleichungen: 



2n 






2a,a, + a,« a^^a^ 



2n 






4w' 



woraus 



y2n 



2 



y2n 



«8 "= 18n 



daß fiür a^ die positive Wurzel zu nehmen ist, folgt aus der Be- 
merkung^ daß i~\ = aj positiv sein muß, da | mit t beständig 

wächst. 

Die Gleichung (4) geht nun über in 

— OD 

und da 



OD 


'dt 


= )/« 


OO 


"dt 


= 


fle- 

OD 


-''dt 


-\v- 



80 erhält man nach Einsetzung dieser und der Werte von a^, a,, ... 
n! = n-e-y2^n (l + J-^ + . . .) . (7) 

Dies ist die auf Glieder von der Ordnung — abgekürzte StirlingscJie 

Formel, Auf einen Punkt in ihrer Ableitung muß hingewiesen 
werden. Die Entwicklung (6) ist nur so lange konvergent, als 

— 1 < 1, also 5 in dem Intervall (— n, n), x in dem Intervall (0, 2n) 

und t in dem zugeordneten Intervall (— oo, /^J verbleibt; die später 
vollzogene Integration erstreckt sich aber auf das ganze Gebiet 
(0, oo) von x, respektive (— oo, oo) von ^, dies hat zur Folge, daß die 
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Reihe in (7) divergent wird. Nichtsdestoweniger ist sie znr näherungs- 
weisen Berechnung von n! geeignet; der Grund liegt in der eingangs 
hervorgehobenen Tatsache^ daß die Funktion f{x) in dem Intervall 
(0, 2n) Werte annimmt^ welche alle übrigen in um so höherem Maße 
überschreiten^ je größer n ist. 

Für die Zwecke der Wahrscheinlichkeitsrechnung genügt es fast 
durchwegs, die Stirlingsche Formel in der weitergehenden Abkürzung 

n!«w«e-»V^3rn (8) 

zu verwenden, in welcher die rechte Seite immer einen zu kleinen 
Wert für die links stehende Fakultät liefert. 

Um die Natur dieser merkwürdigen Näherungsformel erkennen 
zu lassen und zu zeigen, daß sie schon bei mäßigen Werten von n 
gut verwendbar ist^ führen wir die folgenden Beispiele an: Es ist 

10! «3628 800 
10i0g~i0|/2ö^^ 3 598699 

Differenz = 30101 ^ 0,008 ... des richtigen Wertes; 

20! == 2„,432902„008176,640000 

20«>e-»/4Ö^=^ 2,,,422786,, 385510,400000 

die Differenz ^ 101 15 ,,622666,240000 

macht 0,004 . . . des richtigen Wertes aus; 

30! = 265„„,252859„„ . . . 
30^e"^y^Ö^"= 264,„„517093„„ . . . 

Differenz = 735766,,,, . . . = 0,0028 . . des richtigen 

Wertes. 

Der absolute Fehler, den man bei Anwendung der Formel (8) begeht, 
wächst also mit n ins Ungeheure, der relative Fehler aber nimmt mit 
wachsendem n ab und ist selbst bei n » 10 so klein, daß er für 
praktische Zwecke fast ausnahmslos außer Betracht bleiben kann. 

13. Beispiel I. Die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, daß bei 
zweimaligem Aufwerfen einer Münze Wappen erscheint. 

Bezeichnet man die Wappenseite mit W, die Schriftseite mit 5, 
so kann das Ergebnis zweier Würfe einer der Fälle sein: 

WW-, WS-, STT; SÄ; 

da drei dieser FäUe dem erwarteten Ereignis günstig sind, so ist 
dessen Wahrscheinlichkeit 
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In anderer — unrichtiger — Weise faßte D'Alembert^) die 
Aufgabe auf; mit dem Hinweise^ daß, sofern Wappen im ersten Wurf 
fällt, das Spiel beendet und der zweite Wurf unnötig sei, setzt er 
die Fälle 

TT; 8W] SS 

2 

und rechnet die Wahrscheinlichkeit mit — ; daß der erste Fall nicht 

gleichwertig den beiden andern ist, gab D'Alembert nicht zu. 

14. Beispiel IL Es ist die Wahrscheinlichkeit gu ermitteln, daß 
man mit jswei Würfeln eine bestimmte Summe treffen werde. 

Die möglichen Fälle werden durch die- 6^ = 36 Variationen mit 
Wiederholung gebildet, welches die sechs Elemente 1, 2, ... 6 
zulassen. 

Von diesen fahrt je eine (1, 1; 6, 6) die Summen 2 und 12 
herbei; je zwei (1, 2; 2, 1; — 5, 6; 6, 5) ergeben die Summen 3 
und 11; je drei (1, 3; 2, 2; 3, 1; — 4, 6; 5, 5; 6, 4) die Summen 
4 und 10; je vier die Summen 5 und 9; je filnf die Summen 6 und 8 
und sechs (1, 6; 2, 5; 3, 4; 4, 3; 5, 2; 6, 1) liefern die Summe 7. 
Wird also mit W(s) die Wahrscheinlichkeit der Summe s bezeichnet, 
80 ist 

SB(2) = aB(12)=i; aB(3)=3B(ll) = ^; 33(4)- 33(10) = 1; 

aB(5)=aB(9)=|; gB(6)=2B(8)-^; aB(7)=v 

Wenn Leibniz*) der Summe 11 nur einen und der Summe 7 
drei Fälle zuschrieb, so schwebten ihm die Kombinationen mit Wieder- 
holung als Vertreter der gleichmöglichen FäUe vor, und diese Auf- 
fassung ist irrig; denn während z. B. der Fall 6, 6 nur auf eine Art 
zustande kommen kann, sind für 5, 6 zwei Entstehungsweisen möglich, 
indem sich die beiden Würfel in die Nummern 5, 6 auf zwei Arten 
verteilen können. 

16. Beispiel HL Die Wahrscheinlichkeit su bestimmen, daß mit 
drei Würfeln die Summe 9, beziehungsweise 10, 11, 12 fallen werde. 

Wie im Torigen Beispiel sind die möglichen Fälle durch die 
Variationen mit Wiederholung der Elemente 1, 2, . . . , 6 dargestellt, 
deren Anzahl, da es sich nun um drei Würfel handelt, 6* = 216 ist. 

Die Entstehungsarten der bezeichneten Summen sind die folgenden: 



1) Artikel „Croix ou Pile** in der „Encyclop^die" (1764). 

2) Dissertatio de Arte Comt>inatoria (1666). 
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Summe 9: Fälle: Summe 10: Fälle: Summe 11: Fälle: Summe 12: Fälle: 
126 6 136 6 146 6 156 6 



135 


6 


145 


6 


155 


3 


246 


6 


144 


3 


226 


3 


236 


6 


255 


3 


225 


3 


235 


6 


245 


6 


336 


3 


234 


6 


244 


3 


335 


3 


345 


6 


333 


1 


334 


3 


344 


3 


444 


1 



25 27 27 25 

Wiewohl sich für jede dieser Summen, wemi man bloß auf die Größe der 
Summanden achtet, sechs Entstehungsarten ergeben, so repräsentieren 
diese doch nicht auch gleichmögliche Einzelfälle; so kann die Ver- 
bindung 333 aus der ersten Kolonne nur auf eine Art^ die Verbindung 
225 hingegen auf drei Arten, die Verbindung 234 aber auf sechs 
Arten entstehen, indem sich die Nummern 2, 2, 5, respektive 2, 3, 4 
auf drei, beziehungsweise sechs Arten auf die drei Würfel verteilen 
können. Mithin ist, wenn man mit p^ die Wahrscheinlichkeit der 
Summe s bezeichnet, 

— 26^ ^" _ i_ 

Pd —Pii = 216 ' ^^ ''Pli *" 216 ~~ 8 * 

An diese Aufgabe knüpft sich die erste Untersuchung über eine 
wahrscheinlichkeitstheoretische Frage, die die Literatur nachweist. 
Diese Frage bezog sich auf das sogenannte Sjiöchelspie) (passe-dix), 
bei welchem es sich darum handelt, mit drei Würfeln eine Summe 
über zehn zu werfen. Ein fleißiger Beobachter dieses Spieles hatte 
die Wahrnehmung gemacht, daß die Summe 11 häufiger erscheint 
als 12 und 10 öfter als 9; da nach seiner Auffassung alle vier 
Summen auf gleich viele Arten entstehen konnten, verlangte er von 
Oalilei ^) Auf kKrung über diesen Widerspruch zwischen Beobachtung 
und Rechnung. Galilei gab sie ihm in der oben dargelegten Weise. 

16. Beispiel IV. Es liegen drei äußerlich gleiche Kästchen A^B,C 
mit je zwei Lädchen vor; im Kästchen A enthalt jedes Lädchen eine 
Ooldmünze, in B jedes eine Silbennünsfe, in C das eine eine Geld-, das 
andere eine Sübermünze, Man greift ein Kästchen beliebig heraus; 
wdches ist die Wahrscheinlichkeit , daß es C sei? — Man öffnet ein 
Lädchen und besuMigt den Inhalt; wie groß ist nath dieser Kenntnis- 
nahme dis Wahrscheinlichkeit^ daß man das Kästchen C erwählt habe? 

Die Antwort auf die erste Frage ist leicht gegeben; von drei 
gleichmöglichen Fällen ist einer dem bezeichneten Ereignis günstig, 

die Wahrscheinlichkeit ist p =* y • 

1) G.Galilei, Gonsiderazione soprailgiuoco dei dadi (unbekannten Datums, 
jedenfaUs vor 1642); abgedruckt in ,,Le Opere di Galileo Galilei*', vol. XIV, Firenze 
1866. 
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Bezüglich der zweiten Frage liegt ein FehischluS nahe. Was 
auch das geöfiPoete Lädchen enthalten möge, es kommen immer nur 
noch zwei Kästchen in Frage, weil eines durch das erlangte Wissen 
ausgeschlossen ist, und diese Überlegung könnte dazu fOhren, die 
Wahrscheinlichkeit, daß man das Kästchen C herausgegriffen habe, 

mit Y anzusetzen. 

Indessen muß hier anders geschlossen werden. Enthält das ge- 
öffnete Lädchen eine Ooldraünze, so kann man es allerdings nur mit 
dem Kästchen A oder mit C zu tun haben; diese beiden Kästchen 
enthalten aber drei Lädchen mit Goldmünzen, A deren zwei, C nur 
eines; die Frage nach der Wahrscheinlichkeit, daß man das Kästchen C 
vor sich habe, ist also gleichbedeutend mit der Frage, daß man von 
den drei Lädchen mit Goldmünzen dasjenige geöffiiet habe, welches 
sich in C befindet, und diese Wahrscheinlichkeit ist, weil unter drei 

Fällen ein günstiger vorkommt, y, dieselbe wie im ersten Falle. ^) 

Zu dem gleichen Resultat wird man geführt, wenn das geöffnete 
Lädchen eine Silbermünze enthält. 

Es liegt nur in der eigentümlichen Konstruktion des Beispiels, daß 
das durch das Öffnen eines Lädchens erworbene, gegenüber der ersten 
Fragestellung vermehrte Wissen an der Wahrscheinlichkeit des er- 
warteten Ereignisses nichts ändert. Enthielten die Kästchen je drei 
Lädchen, diese drei Lädchen in A Gold-, in B Silbermünzen, während 
in C zwei Gold- und eine Silbermünze auf die Lädchen verteilt wären, 

so verhielte es sich anders. Wieder wäre ^ die Wahrscheinlichkeit 

dafür, daß man bei vollzogener Wahl das Kästchen C ergreift; findet 
man aber in einem geöffiieten Lädchen eine Goldmünze, so gehört 

2 

das Lädchen mit der Wahrscheinlichkeit — dem Kästchen C an, und 

mit der Wahrscheinlichkeit , wenn die geöffiiete Lade eine Silber- 
münze enthielt. 

17. Beispiel V, Zwei Personen, A und B, gleich gesdiickt, werfen 
Kugeln nach einem Ziel; derjenige gewinnt, welcher dem Ziele am 
nächsten kommt. A hat jsweiy B eine Kugel zu werfen. Welches ist 
die Wahrscheinlichkeit^ daß A gewinnen werde? 

Bezeichnet man die Kugeln des A mit o^, a^, die Kugel des B 
mit 6, so können folgende Permutationen der Kugel mit Rücksicht 
auf ihre Entfernung vom Ziel eintreten: 



1) Vgl. hiermit die Scblußweise bei J. Bertrand, Calcul des Probabilit^s 
(1889) p. 2, und bei H. Poincarä, Calcul des Probabilit^s (1896) p. 3. — Ich 
benütze diese Gelegenheit, um meinen eigenen Fehlschluß in dem Bericht über 
,,Die Entwicklung der Wahrscheinlichkeitstheorie und ihrer Anwendungen^' (1899), 
Jahresber. d. Deutschen Mathem .-Verein. VIT. zu berichtigen. 
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a^a^^f (h^^7 ^9^1^} ^%^^t9 ba^^ct^y ba^a^'^ 

ist jedesmal die letzte Kugel die dem Ziel nächste, so sind unter 
diesen sechs gleichmöglichen Fällen vier der Person A günstig; für 

sie beträgt daher die Wahrscheinlichkeit, zu gewinnen, -- • 

Man kann auch folgenden Weg zur Losung einschlagen. Jede 
der Kugeln a^, o, kann näher oder weiter fallen als die Kugel 6; 
dies gibt folgende Verbindungen: 

1) 04 weiter als 6, a^ weiter als fc; 

2) «1 „ w b, a^ näher „ 6; 

3) a^ näher „ 6, a^ weiter „ 6; 

4) ^1 97 J7 bj a^ näher „ 6. 

Die Verbindungen 2), 3), 4) sind dem A günstig; aber der Schluß, 

daß seine Wahrscheinlichkeit ~ betrage, wäre falsch. Denn diese 

Verbindungen stellen nicht gleichmögliche Falle dar; vielmehr zerfallen 
1) und 4) in je zwei Fälle, da im Falle 1) die Reihenfolge der Kugeln 
a^a^b oder a^a^b, im Falle 4) 60402 oder ba^a^ sein kann. Wird dies 

2 
beachtet, so ergibt sich wieder p == y • 

13. Beispiel VI. Die Wahrscheifdichkeit sfu bestimmen, daß eine 
Münze in n Würfen abwediselnd Wappen und Schrift zeigt. 

Die möglichen Fälle sind die 2" Varationen mit Wiederholung 
der Elemente TT, S, 

Unter diesen Variationen gibt es nur zwei, nämlich WS WS • • • 
und 8WSW ' • •, welche dem erwarteten Ereignis günstig sind; seine 

. 2 1 
Wahrscheinlichkeit ist daher o = — = ^ • 

Wäre festgesetzt worden, daß Wappen an erster Stelle erscheinen 
solle, so gäbe es nur eine günstige Verbindung, die Wahrscheinlich- 
keit wäre die Hälfte der vorigen. 

Überhaupt ist ^ die Wahrscheinlichkeit für irgend eine bestimmte 

Anordnung von Wappen und Schrift. Es hat also die durch ihre 
Gesetzmäßigkeit auffallende Anordnung WS WS • • • keine geringere 
Wahrscheinlichkeit als irgend eine andere unregelmäßige, aber im 
Toraus festgesetzte Reihenfolge der Münzseiten. Wenn hiemach das 
Eintreffen von WS WS -als ein außergewöhnliches Ereignis bezeichnet 
wird, so ist diese Bezeichnung insofern unzutreffend, als sie mit dem 
gleichen Rechte jeder andern Anordnimg gebührte, wenn diese im 
voraus bezeichnet worden wäre. Anders verhält es sich, wenn man 
das angeführte regelmäßige Ereignis gegenüberhält der übergroßen 
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Anzahl derjenigen, welche keine in die Augen springende Regelmäßig- 
keit aufweisen. Wenn jemand aus einer üme, die auf neun gleichen 
Kärtchen die Buchstaben b, e, t\ l, l, n, o, r, u enthält, diese Kärtchen 
sukzessive herausziehend sie in der Ordnung bernoulli erhielte, so 
würde er dies mit Bücksicht darauf, daß die Buchstaben in dieser 
Aufeinanderfolge einen ihm geläufigen Namen darstellen, als ein un- 
gewöhnliches Ereignis bezeichnen; einem andern, dem dieser Name 
völlig fremd ist, wird nur mehr die Lesbarkeit der Permutation auf- 
fallen, und sie wird ihm von diesem Gesichtspunkte nicht ungewöhn- 
licher erscheinen als etwa rubellion oder bulinerol] an sich aber 
stehen diese Anordnungen auf ganz gleicher Stufe mit jeder andern, 
wie etwa Inirolbeu: jede ist unter den 181440 verschiedenen Per- 
mutationen einzig in ihrer Art und hat die Wahrscheinlichkeit 
1 

181 440 ' 

19. Beispiel VIZ. Eine Urne enthält a weiße und b sckwa/rze 
Kugeln; man nimmt r (<a) Kugdn auf einmal oder nacheinander^ 
im letzteren Falle, ohne die gezogenen zurüchfulegen, heraus; wie groß ist 
die Wahrscheinlichkeity daß sie weiß seien? 

Die möglichen Fälle werden durch die Kombinationen ohne 
Wiederholung der a + 6 Kugeln zur r-ten Klasse gebildet, ihre An- 

zahl ist also C + V ir^Ä-'v.- 
V r / rI(a + & — r)! 

GKlnstige Fälle stellen die gleichartigen Kombinationen der a weißen 
Kugeln vor, deren Anzahl ( ) ==* "w""— "Vi ^®^* 

Die verlangte Wahrscheinlichkeit ist demnach gleich 

In dem gewöhnlichen Zahlenlotto sind 9 einziflrige und 81 zwei- 
ziffiige Nummern; fünf Nummern werden gezogen; die Wahrscheinlich- 
keit, daß das Ergebnis einer Ziehung aus lauter einziffrigen Nummern 
bestehe, ist hiemach: 

905/ -1 - 90T89 88 • 87 • 8"6 ^ 0,0000029 , 

und die Wahrscheinlichkeit einer Ziehung aus durchwegs zweiziflfrigen 
Nummern: 

81*/-' 81 • 80 . 79 ■ 78 . 77 ,. - qoqqi 
^"1 ^ 9ÖT89T88" 87T86 "^ ^P^^^^^ • 

20. Beispiel Vxu.. Eine Urne entiiäU a weiße, b schwarze und 
c rote Kugeln. Man macht a + ß + y Ziehungen, legt die gezogene 
Kugel jedesmal in die Urne ztmiek und vermengt die Kugeln. Es tvird 
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die Wahrsd^eifilickkeit verlangt, 1) daß zuerst a-mai weiß, dann ß-mdl 
schwarz und endlieh y-mal rot gezogen werde; 2) daß die Farben in 
densdben AnzäÜen und geschlossen, jedoch in was immer für einer 
Beihenfolge erscheinen; 3) daß weiße, schtca/rze und rote Kugdn iti der 
bezeichneten Anzahl überhaupt erscheinen, 

1) Die möglichen Fälle sind durch die (a + 6 + c)<*+/*+>' Varia- 
tionen mit Wiederholung sämtlicher Kugeln zur Klasse a + ß + y 
dargestellt. 

Aus den a* Variationen der weißen, b^ Variationen der schwarzen 
und c^ Variationen der roten Kugeln in der durch die Anzahl be- 
zeichneten Klasse entstehen a^^b^c^ dem erstgedachten Ereignis günstige 
Verbindungen; seine Wahrscheinlichkeit ist daher 

a^b^^c^ 

2) Unter der gleichen Anzahl möglicher Fälle gibt es 

a'^Vcy + a^c^h^ + b^a^^c^ + b^c^a'' + cfa^'V + c^b^a'' = ^a'^bßc'f 

günstige Fälle; die sechs Produkte entsprechen den sechs möglichen 
Anordnungen der drei Farben; mithin ist 



3) Aus jeder der a^b^& Verbindungen von « weißen^ ß schwarzen 
y roten Kugeln 
bilden; folglich ist 



)^& Verbindungei 
und y roten Kugeln lassen sich -— r^r^y verschiedene Permutationen 



a! p! y! 

die Anzahl aller Anordnungen, in welchen a weiße, ß schwarze und 

y rote Kugeln in irgend welcher Reihenfolge erscheinen können, und 

somity da die Anzahl der möglichen Fälle dieselbe ist wie in den 
vorhergehenden Aufgaben, ist 

Beispielsweise ist für a = 2, 6 = 3, c = 4 und «= 1, /3«2, y = 3 
i?i = 0,00217, pj = 0,01300, i?3 = 0,1302. 

21. Beispiel IX. Aus einer Urne, welche n gleiche Kugeln enthalt, 
wird ein Teü oder werden alle gezogen. Es ist die Wahrscheinlichkeit 
zu bestimmen, daß eine gerade Anzcihl von Kugeln herauskommt. 

Da eine Kugel auf so viele Arten gezogen werden kann, als es 
Kugeln gibt, zwei Kugeln auf so viele Arten, als die n Kugeln 
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K/nnbioationeii zur zweiten Klasse ohne Wiederholnng znlaseen nsw^ 
HO ist die Aüzahl der möglichen Fälle 



«—+(".)+(".)+•••+(:)' 



günstig sind daronter die Kombinationen zu einer geraden A nz ahl , 
deshalb ist 

die Anzahl der günstigen Fälle. Nun ist aber 

(i + i)--i + n+(;) + (*) + . .. + (;) 

aus der ersten Gleichung ergibt sich: 

w - 2" - 1 (1) 

und durch Addition beider: 

//=-2»-^-l. (2) 

Mithin ist die Wahrscheinlichkeit, eine gerade Anzahl Yon Kugeln 
zu ziehen, 

für eine ungerade Anzahl: 

Es ist alsO| \m jedem h, p<q» Dieses auf den ersten Blick be- 
{Vomdlioho Ht^ultaty daß die ungeraden Anzahlen den geraden gegen- 
übt^r IveTorxugt nind. wird sofort klar, wenn man zur unteren Grenze 
horabgoht; mithtUt die Urne nur eine Kugel, so kann nur eine un- 
gi^rudo Anzahl gesogtm worden, es ist p — 0, g— 1; bei zwei Kugeln 
bosiohou «wei MtigUchkeiten f^r das Ziehen einer ungeraden Anzahl 
(^eiuor Kugiü'k und nur oine für das Ziehen einer geraden Anzahl, es 

wirtl />"••• V *■ s ' Oitvies Überwiegen des q über das p besieht 
(wtU und erst ftlr h — vX> wttrtle |i — ^ — ^ . 

Obon wunle ToruusgtHiet«t. daB die Anzahl m der Kugeln bekannt 
»ei; wüGit<^ man hlott» daB nie h nieht übertreiffen und jeden Wert Ton 
l bis H i^mit Kiusohlutt dieser Gremie'k gleieh leicht haben könne, so 
h&tt# man mit Km>k«ioht auf vl"^ und ^^^ 
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m =^(2' - 1) =^2" - n = 2» + » - n - 2 
<;=J'(2'-i-l) = 2''-n-l; 



1 

demzufolge wäre dann 



p 


= 


2" — 

gn + l. 


n — 
- n ' 


1 
- 2 


2 


= 


2* 


— 1 




2* + ^- 


- n - 


- 2 



(5) 

(6) 

also wieder p < 3. 

22. Beispiel X. .Au^ einer Urne mit n weißen und n schwarzen 
Kugdn wird irgend eine gerade Anzahl von Kugeln gezogen; wie 
groß ist die WahrscJieinluMceit, daß gleich viel weiße und schwarze 
darunter sind? 

Es werden; den Bedingungen der Aufgabe gemäß^ entweder 2 oder 
4 oder • • • oder 2n Engeln gezogen; das erste kann auf so viele 
Arten geschehen ^ als sich ans den 2n Kugeln Kombinationen ohne 
Wiederholung zur zweiten Klasse bilden lassen; das zweite auf so 
viele Arten, als es derlei Kombinationen zur vierten Klasse gibt nsf.; 
demnach ist 



•»=rs")+CT+-+a 



die Anzahl der möglichen Fälle. 

Ein günstiger Fall entsteht, so oft eine der weißen mit einer der 
schwarzen Kugeln sich verbindet; was auf n' Arten geschehen kann; 
ebenso ; so oft eine Verbindung von zwei weißen Kugeln mit einer 
Verbindung von zwei schwarzen Kugeln sich vereinigt, was auf 

ylj Arten eintreten kann usf.; die Anzahl der günstigen Fälle 

ist also 



»-«■+(:)■ M"s)'+-+(:)'- 



Der Ausdruck für m entsteht aus dem Ausdruck für g im vorigen 
Beispiel, wenn man hier n durch 2w ersetzt; demzufolge ist 

^w = 2»'»-i-l. 

Um für g einen einfacheren Ausdruck zu gewinnen, beachte man, 
daß bei der Multiplikation der Entwicklungen von (1 + ^)* und 

(1 + -j die von t freien Glieder 1 +w* + f^ j + • — |-(**j , also g + l 

Osub«r, WAhrsoheinlichkeitoreohnaiig. I. 8. Auf L ^ 
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ergeben; diese Glieder entstehen auch dadurch, daß man (1 + ty (l + -^ ) * 
auf die Gestalt 

(1 + e)* « 

bringt, den Zahler entwickelt und dasjenige Glied desselben, welches 
mit ^ behaftet ist, durch t* dividiert; das Resultat dieser Division 

ist aber der Koeffizient ( j ; folglich ist 



-1 



Die Terlangte Wahrscheinlichkeit ist also 

p-w;i,- (!) 

Für kleine Werte von n bereitet die Ausrechnung von p keine 
Mühe; so ist 

för n = 1 p « 1 
„ „-2 „ = 4=0,7142... 

„ „-3 „ = -g-= 0,6129... 

;; ;;-4 ,, = —- 0,5433 . .; 

für große Werte von n scheitert aber die AusfQhrung der Formel an 
den darin vorkommenden Fakultäten. In solchen Fällen kommt nun 
die Stirlingsche Formel zur Geltung; nimmt man für (2w)! den 
Näherungswert (2n)*"e"*")/4nW, für n\ entsprechend iVe~'*y2n3c 
und läßt im Zähler und Nenner die subtraktive Einheit neben der 
andern großen Zahl weg, so ergibt sich für p der Näherungswert 

vL' (2) 

selbst für n «= 4 liefert dieser 0,5641 • • • in naher Übereinstimmung 
mit dem strengen Werte. 

Mit wachsendem n nähert sich p der Grenze 0. 

23. Beispiel ZI. Die Wahrsclieinlichkeit zu besiimmeny mit einem 
Würfel in n Würfen mindestens einmal die Seite 6 eu werfen. 
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Das bezeichnete Ereignis ist der Gegensatz davon ^ in n Würfen 
immer nur eine der Seiten 1, 2, • ••, 5 zu treffen; wird die Wahr- 
scheinlichkeit dieses letzteren Ereignisses mit q bezeichnet, so ist die 
des erstgenannten |) = 1 — g. 

Nun können die sechs Würfelseiten in n Würfen sich auf 6" Arten 
miteinander verbinden — dies die möglichen Fälle — , während die 
Seiten 1 bis 5 sich auf 5* Arten vereinigen können — dies die gün- 

stigen Fälle des zweiten Ereignisses — ; folglich ist 3 = - und 

6 

Ist p gegeben, so läßt sich aus dieser Gleichung die Anzahl der 
Würfe berechnen, innerhalb deren mit eben dieser Wahrscheinlichkeit 
das zum mindesten einmalige Eintreffen von 6 zu erwarten ist; man 
findet 

"""logö -log6' ^^^ 

die Logarithmen aus einem beliebigen System genommen; insbesondere 

ist für p == : 

log 2 o o 

log 6 — log ö ' ' 

SO daß man mit Vorteil Eins gegen Eins wetten darf, daß in vier 
Würfen die Seite 6 wenigstens einmal fallen werde. 

24. Beispiel ZU. Die Wahrscheinlichkeit ssu bestimmen, mit zwei 
Würfeln in n Würfen mindestens einmal den Pasch von 6 m werfen. 

Unter den 36 möglichen Verbindungen der Würfelseiten, welche 
in einem Wurf eintreten können, gibt es deren 35, welche das er- 
wartete Ereignis nicht herbeiführen; demnach gibt es in n Würfen 
36'* mögliche und 35'' ungünstige Fälle, so daß die Wahrscheinlich- 

keit, es werde Pasch 6 nicht erscheinen, — ausmacht. Die Wahr- 

' 86" 

scheinlichkeit, es werde dieses Ereignis überhaupt, also mindestens 

einmal sich zutragen, ist daher 

In 

log(l-i>) .^. 

^"" log 36 -log 36 ^^^ 

Würfen darf man also mit der Wahrscheinlichkeit p erwarten, daß 
wenigstens einmal beide Würfel 6 zeigen; da für J9 « — 
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„_ »?8« 24,6..., 

log 86 — log 86 ' ' 

SO darf erst bei 26 Würfen mit Vorteil Eins gegen Eins darauf ge- 
wettet werden; bei 24 Würfen wäre eine solche Wette unvorteilhaft. 

Die beiden letzten Aufgaben dürfen ein historisches Interesse be- 
anspruchen, weil sie zu den ältesten gehören, die zu mathematischen 
Untersuchungen über Fragen der Wahrscheinlichkeit Anlaß gaben. 
Ein Freund der Glücksspiele, namens Chevalier de Mere, der, obwohl 
kein Mathematiker von Fach, es doch verstand, anregende Fragen auf 
diesem Gebiete aufzuwerfen, sprach (1654) Pascal gegenüber sein 
Erstaunen darüber aus, daß man bei einem Würfel auf 6 in vier 
Würfen mit Vorteil, bei zwei Würfehi aber auf Pasch 6 in 24 Würfen 
nicht mit Vorteil wetten könne, vermeinend, die Zahl der nötigen 
Würfe sollte der Anzahl der bei einem Wurfe möglichen Fälle pro- 
portional sein; da nun bei einem Würfel 6, bei zwei Würfeln 
86 Fälle stattfinden, so ist es die Zahl 24, welche sich in die Pro- 
portion 4 : 6 = 24 : 36 einfügt. Die obige Rechnung zeigt die Un- 
stichhaltigkeit dieser Schlußfolge. 

25. Beispiel XilX. Zwischen zwei Personm A, B soll durch 
die Wahl entschieden werden; fiJir A seien a, für B seien b Stimmzettel 
abgegeben und in einer Urne vereinigt worden. Angenommen, es sei 
a>b, 80 daß A sciüießlich als der Getvählte erscheinen wird; wie groß 
ist die Wahrscfieiniichkeit, daß er während des Skrutiniums ständig in 
der Majorität bleibe? 

Die möglichen Fälle werden durch die verschiedenen Permu- 
tationen gezählt, in welchen die Zettel aus der Urne hervorgehen 
können; ihre Anzahl ist also 

(a + 6)! 
a! h\ 

UngüUHtig sind alle Permutntionen, in welchen es einmal zur 
Stimmengleichheit kommt. 

Dahin gehören zunächst alle Permutationen, welche mit einem 
auf B lautenden Zettel beginnen; ihre Anzahl ergibt sich, wenn man 
nacli Wegnahme eines Zettels mit dem Namen B alle übrigen per- 
mutiort, ist alHo 

(„ _|- 5 ._ 1) 1 
a!(6 — 1)!" 

Aus joder IVrmutation, welche mit A beginnt und einmal zur 
Stimmengleichheit führt, läßt sich auf eindeutige Weise eine mit B 
anhebende Pormutation, aber auch umgekehrt aus jeder Permutation 
der letzteren Art eine solche gewinnen, die mit A anfängt und zur 
Stimmengleichheit führt. 
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Es sei z. B. a = 5, & « 3; die Permutation 

ÄABBAABÄ 

beginnt mit A und erreicht nach yier Zetteln Stimmengleichheit; lost 
man diese vier Stimmen AABB, die notwendig mit B aufhören^ ab, 
setzt sie mit Weglassung dieses letzten B an das Ende, während man 
das ausgeschiedene B an den Anfang stellt, so erhält man in 

BAABAAAB 

eine mit B beginnende Permutation. Geht man hingegen von einer 
mit B beginnenden Permutation, wie etwa 

BABAAAAB 

aus, zählt von rückwärts so weit, bis A eine Stimme mehr als B hat, 
was notwendig einmal eintreten und mit einer auf A lautenden Stimme 
schließen muß, löst die Gruppe — hier AAB •— ab \md setzt sie 
an den Anfang, so ergibt sich eine mit A anfEuigende Permutation, 
in der einmal Stimmengleichheit eintritt, hier die Permutation 

AABBABAA. 

Mithin bestehen die ungünstigen Fälle aus zwei Gruppen je vom 

Umfange 

(a_+6-^l)!. 
rt!(6— 1)1 ' 

die der gesuchten entgegengesetzte Wahrscheinlichkeit ist daher 

« ^ a\{h — \)\ • a\h\ ^ a + h^ 
mithin die gesuchte Wahrscheinlichkeit: 

je kleiner also die Majoritöt im Vergleich zur gesamten Stimmenzahl, 
desto geringer die Wahrscheinlichkeit, daß sie während des Skrutiniums 
anhalte.*) 

26. Beispiel jlxv. Eine Urne enthält n mit den Nummern 
ly2 " ' n bezeichnete Kugeln. Man zieht diese nac/i und nach einzeln 
aus der Urne, ohne sie zurückzulegen, und verlangt die Wahrscheinlich' 
keit, daß keine von r (^ w) ins Auge gefaßten Kugeln in der ihrer 
Nummer entspreclienden Ziehung erscheine. 



1) Vgl. hiermit die Darstellung bei D. Andr^, Compt. rend. 106 (1887) 
p. 436, und bei J. Bertrand, 1. c, p. 18. 
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Die Anzahl der möglichen Fälle ist 



m = nl 

entsprechend den Permutationen, in welchen die Kugeln aus der üme 
hervorgehen können. 

Unter den Permutationen von n Elementen gibt es aber (n— 1)1 
solche, in welchen das erste bezeichnete Element i an seiner richtigexL 
Stelle steht; verbleiben daher 

g..(l)-n!-(n-l)! 

Permutationen, wo i nicht an seinem Platze erscheint. 

Aus diesen sind diejenigen auszuscheiden, in welchen das zweite 
bezeichnete Element k an seinem Platze steht; hält man es dort fest, 
so bilden die w — 1 übrigen Elemente 

^„-iW-Cn -!)!-(« -2)! 

Permutatiouen, in welchen i nicht an seinem Platze ist; es verbleiben 
also 

<Pn(ß) = ^«(l) - V^-iCl) -nl- 2(n - 1)! + (« - 2)1 

Permutationen, in welchen weder i noch k an seinem Platze ist. 

Aus diesen müssen diejenigen Permutationen ausgeschieden werden, 
in welchen das dritte bezeichnete Element l an der seinem Range 
entsprechenden Stelle steht; hält man es dort fest, so bilden die n — 1 
übrigen Elemente 

9'»-x(2) = (» - 1)! - 2(n - 2)! + (n - 3)1 

Permutationen, in welchen weder i noch k seinen Platz einnimmt; es 
verbleiben also 

V.iß) " 9n(Ji) - Vn-iOi) - "I - 3(n - 1)! + 3(n - 2)! - (n - 3)! 

Permutationen, in welchen keines der drei Elemente i, k, l an seinem 
Platze steht. 

Diese Induktion zeigt, daß es 

,,»-«! -(;)(n-l)! + Q(«-2)!-.. + (-l)'(;:)(n-r)! (1) 

Permutationen gibt, in welchen keines von den r bezeichneten Ele- 
menten den ihm gebührenden Platz einnimmt. 
Mithin ist die verlangte Wahrscheinlichkeit: 



m 



1 - (Oi + -nlrk-T) —■H-iy (Xi„ ^-f).:Tn -.-+!)• (2) 
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Von besonderem Interesse ist die Wahrscheinlichkeit p^ daß über- 
haupt keine der Kugeln ihrem Range entsprechend erscheint; sie ergibt 
sich aus (2), wenn r =^ n gesetzt wird, und ist daher 

P-l-T + T^-rT|T3+- + (-l)"lTY--r (3) 

Daraus folgt als Wahrscheinlichkeit, daß mindestens eine Kugel ihrer 
Nummer entsprechend gezogen wird: 

Diese Aufgabe liegt einem Glücksspiel zugrunde, welches unter 
dem Namen „Jeu du Treize^' zum erstenmal von Montmort^) der 
mathematischen Behandlung zugeführt wurde, an der sich Nicolaus 
BernouUi*) hervorragend beteiligt hai Das Spiel besteht in folgen- 
dem: 13 mit den Nummern 1 bis 13 beschriebene Karten werden aus 
einer Urne, in der sie vorher durcheinander geworfen worden sind, 
sukzessive herausgezogen; das Spiel gilt als gewonnen, wenn minde- 
stens eine Karte ihrer Nummer entsprechend gezogen wurde; wie groß 
ist die Wahrscheinlichkeit hierfür? Dem Wesen nach gleichbedeutend 
hiermit ist das Rencontrespiel: Von zwei Spielern hat jeder ein voll- 
ständiges Spiel von 32 Blättern in der Hand; beide legen immer je 
ein Blatt auf: treffen gleiche Blätter zusammen, so hat sich ein Ren- 
contre ergeben; der eine Spieler wettet auf den Eintritt, der andere 
auf das Ausbleiben eines Rencontres; welches sind ihre Chancen, zu 
gewinnen? 

Dem Problem blieb fortan das mathematische Interesse zuge- 
wendet. .^Euler') bemerkte zuerst die Beziehung, in welcher die Lösung 
zur Zahl e steht; die Summe (3), welche p darstellt, geht nämlich für 
n^ oo in die Reihe über, welche e~^ definiert, so daß dann 

^«6-1 =0,36787944... 

g = 1 - e- 1 = 0,63212055 • • • ^^^ 

ist; wegen der raschen Konvergenz der betreffenden Reihe kommen 
die Lösungen schon für mäßig große n diesen Werten sehr nahe; so 
ergibt sich für n =— 13, also für das „Jeu du Treize"*), in strenger 
Rechnung: 

p =- 0,367879441 . . • 

1) P. de Montmort, Essai d' Analyse sur les Jeux de Hasards (1708, 1714) 
p. 130 ff. 2) Ibid., p. 801^302. 

8) Calcnl de la probabilit^ dans le Jeu de Rencontre. Hist. Aoad. Berlin 
pour 1761. 

4) In der englischen Literatur „game of Treize^S 
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anf acht Dezimalen abereiiistimmend mit e-K Um so mehr können die 
Werte (4) ftlr das Rencontre beibehalten werden. 

Unabhängig von andern scheint Lambert^) auf ein ähnliches 
Problem gekommen zu sein, das so lantet: Jemand hat n Briefe und 
die zugehörigen KuTerts geschrieben; er steckt die Briefe ohne Wahl 
in die Kuverts; wie groß ist die Wahrscheinlichkeit^ daß alle Briefe 
r>der eine bezeichnete Anzahl derselben in die richtigen Kuverts 
kommen? 

Lampe*) hat eine von Dirichlet und Kummer stammende 
Fassung der Aufgabe und eine Ableitung der oben mit g>^(n) be- 
zeichneten 2^hl mitgeteilt. Die Aufgabe ist so gestellt: Gegeben sind 
n Elemente auf n Platzen; wie groß ist die Wahrscheinlichkeit^ daß bei 
einer neuen willkürlichen Verteilung der n Elemente auf dieselben 
n Plätze kein Element seinen früheren Platz wieder erhalte? 

Catalan*) hat das Problem in folgender Modifikation behandelt: 
Eine Urne enthält n mit den Buchstaben a^b,c,'" markierte Kugeln; 
man zieht die Kugeln sukzessive einzeln heraus und legt sie dann 
wieder in die leere Urne zurück. Wie groß ist die Wahrscheinlich- 
keit, daß in zwei aufeinanderfolgenden Ziehungen m Kugeln an glei- 
cher Stelle erscheinen? 

Da die erste wie die zweite Folge der Buchstaben nl verschiedene 
Anordnungen haben kann, so gibt es für zwei Ziehungen n!* mögliche 
Fälle. 

Jede der nl Anordnungen der ersten Ziehung kann mit der 

zweiten Ziehung auf (j verschiedene Arten Rencontres von m Buch- 

Mtaben ergeben, und da jedesmal die n — m übrigen Buchstaben kein 
llonooutr« aufweisen dürfen, was wieder auf g)«_TO(w-~m) Arten ge- 
schehen kann, so gibt es der günstigen Fälle 

+ (**^'")(n - m - 2)! -..• + (- 1)«—); 
folglich int die vorlangte Wahrscheinlichkeit gleich 

1^ ..wi\ t "^l« las"" ^ 1 2 {n — m)!' 

1) Kiamen d*uue c•p^oo de «uperstition ramen^e au caJcul des probabilit^s. 
Nouv. mm. H«rlin 1798. 

8) Über eine Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Qrunert, 
Arch. 70 (1884). 

8) Solution d*un probh'^mo de probabiliU^ relatif au Jeu de Rencontre^ 
Joum. Liouv, « (18a7). 
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Laplace^) hat das dem Rencontrespiel zugrunde liegende Problem 
in verallgemeinerter Form behandelt 

27. Beispiel XV. Eine Lotterie besteht aus n Nummern; in 
jeder Ziehung werden r Nummern gebogen. Jemand hat auf s {^r) 
Nummern gesetzt. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, a) daß die 
Nummern cm beliebiger SteUe und in beliebiger Ordnung; b) an be- 
liänger SteUe, aber in gegebener Ordnung; c) an erster Stelle in be- 
liebiger Ordnung; d) an erster Stelle in gegebener Ordnung erscheinen? 

a) Die möglichen Fälle sind durch die Kombinationen o. W. der 
n Nummern zu je r dargestellt, ihre Anzahl ist also: 



*^i~W"r!(n-r)! 



{n-T)\ 

Scheidet man die s besetzten Nummern aus, bildet aus den n — s 
übrigen Kombinationen zu je r — s Nummern, fügt zu jeder die be- 
setzten Nummern hinzu, so ergeben sich die günstigen Fälle, deren 
Anzahl somit 

(» — s\ (n — 8)\ 
r — «/ ~ ("r — s)\ (n,— r)"! ' 
ist. 

Die Wahrscheinlichkeit ist hiemach: 

(n-_«)!r! r(r - 1) • ■ ■ (r ~g + 1) ,-. 

■P^ nl(r — 5)] ""nCn — l) •..(*» — « + 1)' ^^ 

Bei n = 90 und r = 5 ergibt sich: 
für s = 1 i)i = ^• 
- 2 « -^- 

jy w — ^ 7J 400,6 



= 4 



1 



n V ^ jy 11748 
1 
"" 611088 

_ 1 

~ 48949268 ' 



b) Permutiert man in jeder der f j Kombinationen, welche die 

möglichen Fälle des vorigen Ereignisses gebildet haben, s Nummern, 
und zwar so, daß in jenen Kombinationen, in welchen die s besetzten 
Nummern vorkommen, gerade diese der Permutation unterworfen 
werden, so erhält man die möglichen Fälle für die zweite Fragestellung; 
ihre Anzahl ist sonach 

1) Theorie anal. d. prob., Art. 9. 
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Die Anzahl der gÜDstigen Fälle ist dieselbe wie vorhin, indem 

zur Gewinnung dieser Fälle jeder der y ^ j Kombinationen der nicht 

besetzten Nummern die s besetzten Nummern in der gegebenen Ord- 
nung anzufügen sind. Folglich ist die entsprechende Wahrscheinlichkeit: 

„ _J: r(r-l)...(r- 8+l) . ,^. 

^» "" 1 . 2 • . • s n(w — 1) . . . (n— s + 1) ' ^^ 

sie ist s\ mal kleiner als vorige. 

c) Die Wahrscheinlichkeit, daß die s Nummern an erster Stelle 
in beliebiger Ordnung erscheinen, ist dieselbe, welche sich ergeben 
würde, wenn die Ziehungen nur aus s Nummern bestünden und s be- 
zeichnete Nummern in beliebiger Ordnung erscheinen sollten; sie geht 
also aus p^ durch die Substitution r ^ s hervor und ist 

ri =,-^- ^(^-^)' -^ r^\ 

^« n(n — l)...(n — s-hl) ^^ 

d) Ist auch noch die Ordnung bezeichnet, so stellt sich dasselbe 
Verhältnis wie zwischen p^ und p^ ein, so daß also in dem vierten 
Falle die Wahrscheinlichkeit 

(4) 



^'*-n 


(«- 


_l)...(n_s + l) 


gilt. 






Für n = 90 und 






s=.l 


ist 


P^-^ 


„ = 2 


» 


1 
" " 8010 


« = 3 


» 


1 
" ■" 704880 


,, = 4 


n 


1 
" 61824660 


„ = 5 


n 


1 


'» "~ 6278912160* 



§ 3. Indirekte Methoden der WahrsolieinliolLkeitsbestimmnng. 

28. yorbemerkiing. Wie in jedem Gebiet der Mathematik das 
Bestreben dahin gerichtet ist, die Lösung komplizierterer Probleme 
auf eine Reihe von Grundaufgaben zurückzuführen, die dann in mannig- 
facher Kombination zur Anwendung kommen, so sind im Laufe der 
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Zeit auch in der Wahrscheinlichkeitsrechnung Grundregeln und Me- 
thoden ausgebildet worden, mit deren Hilfe verwickeitere Aufgaben, 
bei denen das direkte Verfahren an der Schwierigkeit und Umständ- 
lichkeit der Aufstellung und Zählung der möglichen und günstigen 
Fälle scheitern würde, in einfacherer Weise gelöst werden können. 
Es sind einige wenige aus der Wahrscheinlichkeitsdeiinition hervor- 
gehende Sätze, die bei den indirekten Methoden beständig zur An- 
wendung kommen. So einfach diese Sätze an sich sind, so erfordert 
doch die Analyse des Problems, die ihrer Anwendung vorausgehen 
muß, scharfes Urteilen \md stete Rücksichtnahme auf die Voraus- 
setzungen, welche den Sätzen zugrunde liegen. 

Der Aufstellung dieser Sätze sollen einige Betrachtungen allge- 
meiner Natur vorangestellt werden. 

29. Absolnte nnd relative Wahrsohelnliohkeit. Abhiaglg- 
keit von Ereignissen. Es gibt vielfach Fragestellimgen, bei wel- 
chen dem Ereignis, um dessen Wahrscheinlichkeit es sich handelt, 
gewisse Bedingungen auferlegt werden, von denen das Maß seiner 
Wahrscheinlichkeit abhängt, indem durch die Bedingungen eine Aus- 
lese unter den möglichen Fällen getroffen wird nach bestimmten ihnen 
zukommenden Qualitäten. Eine unter solchen Gesichtspunkten ge- 
rechnete Wahrscheinlichkeit bezeichnet man als eine relcUive im Gegen- 
satze zur absoluten, bei der die ganze Urteilsmaterie ohne jede weitere 
Bedingung zur Grundlage genommen wird. 

Das Verhältnis dieser beiden Wahrscheinlichkeitsbestimmungen 
kann an dem folgenden typischen Schema klargelegt werden. 

In einer Urne befinden sich Kugeln, die durch zwei Qualitäten 
gekennzeichnet sind: durch eine aufgeschriebene Nummer, oder 1, 
und durch eine Farbe, rot (r) oder schwarz (5); Tq rote Kugeln tragen 
die Nummer 0, r^ die Nummer 1; Sq schwarze Kugeln die Nummer 0, 
81 die Nummer 1. ^ 

Wird die Frage nach der Wahrscheinlichkeit gerichtet, eine Kugel 
mit der Nummer schlechtweg zu ziehen, so handelt es sich um 
eine absolute Wahrscheinlichkeit, die mit SB(0) bezeichnet werden 
möge; ihr Wert ist 

Wird hingegen um die Wahrscheinlichkeit gefragt, die gezogene 
Kugel trage die Nummer unter der Voraussetzung, daß eine rote 
Kugel erscheint, so hat man es mit einer relativen Wahrscheinlichkeit 
zu tun, zu deren Bezeichnung das Symbol SB^(O) verwendet werden 
möge; es ist 
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umgekehrt kann auch gefragt werden, mit welcher Wahrschein- 
lichkeit eine rote Kugel zu erwarten ist unter der Voraussetzung, daß 
eine mit bezeichnete Kugel gezogen wird; diese relative Wahrschein- 
lichkeit ist sinngemäß mit 8Bo(r) zu bezeichnen und hat im vorliegen- 
den Falle den Wert — ^. 

Um eine andere Sachlage vorzuführen, bei der zwischen absoluter 
und relativer Wahrscheinlichkeit unterschieden werden kann, stelle 
man sich vor, daß mehrere äußerlich nicht unterschiedene Urnen 
^i> ü^i)' ' ' ^n ™^* weißen und schwarzen Kugeln in gleicher Gesamt- 
zahl c, aber in verschiedenem Mengenverhältnis der Färben geföUt 
seien, so zwar, daß sie der Reihe nach a^, a^j-a^ weiße Kugeln ent- 
halten. 

Stellt man die offenkundig zulässige Frage nach der Wahrschein- 
lichkeit, daß ein Zug aus einer der Urnen eine weiße Kugel ergebe, 
so ist es eine absolute Wahrscheinlichkeit, ^{w)y die man in der 
Weise bestimmen kann, daß man die Inhalte der Urnen in einer Urne 
vereinigt; denn nach dieser Vereinigung werden die aus verschiedenen 
Urnen stammenden Kugeln wieder gleichmögliche FäUe darstellen, was 
nicht stattfände, wenn die Urnen mit ungleichen Mengen von Kugeln 
gefüllt wären; es ist also 

. . fli + «, + ••• + «„ 

W = ^r 



Daneben kann man so viele relative Wahrscheinlichkeiten eines 
weißen Zuges imterscheiden, als es Urnen gibt; ^üi{^) bedeutet die 
Wahrscheinlichkeit eines weißen Zuges unter der Voraussetzung, daß 

der Zug aus der Urne IJ^ erfolgt; ihr Betrag ist — 

Aber auch die Frage hat Berechtigung, mit welcher Wahrschein- 
lichkeit anzunehmen ist, daß der Zug aus der Urne U^ erfolgt sei, 
wenn vorausgesetzt wird, daß die gezogene Kugel weiß war. Da unter 
dieser Voraussetzung in der Urne, die die Inhalte von U^y ü^r" ^» 
vereinigt, nur die weißen Kugeln in Betracht kommen, so ist diese 
Wahrscheinlichkeit, die mit SB^(C/i) ^^ bezeichnen sein wird, gleich 



«1 + «t H h «n 



Man wird also allgemein unter der relativen Walirscheinlichkeit 
eines Ereignisses E in bezug auf ein anderes JP, symbolisch unter 
S33f(^, die Wahrscheinlichkeit von E verstehen, gerechnet unter der 
Voraussetzung, daß F verwirklicht sei. Dieser Wahrscheinlichkeit 
kann die inverse ^e{F) gegenübergestellt werden, die sich auf das 
Eintreffen von F unter Voraussetzung des Bestandes von E bezieht 
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Von dieser Begriffsbildang kann mit Vorteil Gebrauch gemacht 
werden, um dem, was man in der Wahrscheinlichkeitsrechnung als 
Unabhängigkeit imd als Abhängigkeit zweier Ereignisse bezeichnet, 
einen prägnanten Ausdruck zu geben. 

Angenommen, zwei Urnen üi, Z7, enthielten q, c^ Kugeln, darunter 
seien o^, a^ weiß, die andern schwarz; eine dritte Urne f7 enthalte unter 
€ Kugeln a rote und c — a blaue. Der Zug einer roten Kugel werde 
mit F, der einer blauen mit F, endlich der einer weißen mit E be- 
zeichnet. 

Man zieht aus ü eine Kugel, und je nachdem sie rot oder blau 
ist, erfolgt der zweite Zug aus Ui oder U^] gefragt wird um die 
Wahrscheinlichkeit einer weißen Kugel. 

Auf diese Frage gibt es zwei verschiedene Antworten: Liefert der 

erste Zug rot, so ist die gefragte Wahrscheinlichkeit — ; liefert er 

blau, so ist sie—; nur wenn — = -, ist es gleichgültig, wie der erste 

Zug ausgefallen ist. Im ersten Falle sagt man, das Ereignis E sei 
von F abhängig, weil ihm eine verschiedene Wahrscheinlichkeit zu- 
kommt, je nachdem F eintritt oder nicht eintritt; im zweiten Falle 
nennt man E von F unabhängig, weil die Wahrscheinlichkeit von E 
dieselbe bleibt, ob F eingetroffen ist oder nicht. 

Das Merkmal für die Abhängigleit eines Ereignisses E von einem 
andern F ist in der Beziehung SB^ (jB) + 3Sp{E) enthalten, das der 
Unabhängigkeit in dem Ansätze 3Sf{E) = SB/^(E). 

Wenn auch hier die Erklärung an zeitlich aufeinanderfolgenden 
Ereignissen geschah, so ist doch die zeitliche Sukzession kein not- 
wendiges Attribut der Abhängigkeit. Ferner ist die Abhängigkeit, 
die hier als eine einseitige dargestellt wurde ^ in manchen Fällen 
gegenseitig, indem neben SB/.(i;) 4= 2Bä^(J5) auch aB/:(F) + SB^(i^) 
besteht. 

Ein besonderer Fall der Abhängigkeit zweier Ereignisse E, F ist 
ihre gegenseitige Ausschließung, darin bestehend, daß das Eintreffen des 
einen von beiden die Existenz des andern unmöglich macht. Dieser 
Sachverhalt drückt sich dadurch aus, daß aB^•(JBj = SB/:(jP) = ist. 

Hat die Voraussetzung, daß F stattfindet, die Existenz von E 
zur notwendigen Folge, so ist 3&f{E) = 1; dies also ist der symboli- 
sche Ausdruck eines hypothetischen Urteils.^) 



1) Auf die wichtige Rolle, die dem Begriff der relativen Wahrscheinlichkeit 
bei der Grundlegung der Wahrscheinlichkeitsrechnung zugewiesen werden kann, 
hat F. Hausdorff, Berichte der mathem.-phys. Klasse der Sachs. Ges. d. Wissen- 
schaften, Leipzig 1901, p. 152—164 hingewiesen. In der Tat gestattet dieser Be- 
griff eine klare Formulierung und eine übersichtliche symbolische Darstellung 
vieler der nachfolgenden Sätze. 
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30. yollBt&ndige Wahrsoheinllohkeit. Die einem Ereignis E 
günstigen Fälle , g an Zahl^ mögen sich von irgend einem Gesichts- 
punkte aus in Gruppen von ffi, g2f ' ' ' 9r Fällen sondern lassen derart, 
daß jeder der g Fälle einer und nur einer dieser Gruppen angehört 9 
dann ist 

Die Verwirklichung eines Falles aus der ersten Gruppe werde als Er- 
eignis JBi, die Verwirklichung eines Falles aus der zweiten Gruppe 
als Ereignis E^ bezeichnet usw. Dann sind E^, E^, - - - E^ Spezialfälle, 
Arten oder Modalitäten des Ereignisses E. Dieses Ereignis gilt als 
eingetroffen, entweder wenn E^ oder E^- - oder E^ eingetroffen ist, 
wobei wohl darauf zu achten ist, daß es jedesmal nur auf eine dieser 
Arten in Erscheinung treten kann. 

Dieser Zusammenhang zwischen E und den JS^, E^j- - - E^ soll 
künftighin symbolisch durch den Ansatz 

E^E^ + E^ + '^- + E, 

zum Ausdruck gebracht werden, der also zu lesen wäre: E ist Ey^ oder 
jBj oder - > - E^ und nur eines von allen. 

Ist m die Anzahl der möglichen Fälle, so ist die Wahrscheinlich- 
keif des Ereignisses E bestimmt durch: 

m mm m ' 

— ist aber die Wahrscheinlichkeit von E., ^* die Wahrscheinlichkeit 
m ^' m 

von E^ usw.; demnach ist 

aB(£) = SBCJSj +£,+•••+ i;,) = SBCJS,) + sb(^,) + • • • + aB(£,) . (i> 

Dies gibt den Satz: Wenn ein Ereignis auf mehrere einander aus- 
schließende Arten eintreffen kann, so ist seine Wahrscheinlichkeit gleich 
der Summe der den einzelnen Arten des Eintreffens zukommenden Wahr- 
scheinlichkeiten. 

Die Wahrscheinlichkeit 3S(E) wird im Gegensatze zu den Wahr- 
scheinlichkeiten SB(i?i), SB(i?,) • • •, die man als partiale Wahrschein- 
lichkeiten bezeichnet, die vollständige oder totale Wahrscheinlichkeit de» 
Ereignisses E genannt. 

Man nennt die in (1) ausgesprochene Regel auch den Additions- 
satz der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

Seine einfachste Verdeutlichung findet er in dem folgenden Bei- 
spiel. Eine Urne enthalte neben a weißen Kugeln h rote, c blaue 
und d gelbe Eugebi. Besteht das erwartete Ereignis in dem Erscheinen 
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einer farbigen Kugel bei AusfOhrung eines Zuges^ so kann es auf drei 
Terschiedene einander ausschließende Arten zustande kommen, entweder 
indem eine rote oder eine blaue oder eine gelbe Kugel gezogen wird; 

diese Arten haben 'der Reihe nach die Wahrscheinlichkeit — , — , — , 
» vi' m' m^ 

wenn w^a + ft-fc-fd gesetzt wird; das Erscheinen einer farbigen 

Kugel überhaupt besitzt aber die Wahrscheinlichkeit — ^ -^, und 

diese ist die Summe jener Einzel- oder Partialwahrscheinlichkeiten. 

31. Zusammengesetzte Wahrsoheinliohkeit. Ein Ereignis E 
gelte dann als eingetroffen, wenn sowohl das Ereignis JE^ als auch 
das Ereignis E^-", als auch das Ereignis E^ eingetreten ist, mit 
andern Worten: es bestehe in dem Zusammentreffen der Ereignisse 
El, E^,' " E^. 

Dieser Zusammenhang zwischen E und den E^, -Bq * ' * -^r ^^^^ 
in der Folge symbolisch durch 

E^E,E,-F.^ 

angedeutet werden, was also zu lesen ist: E ist eingetroffen, wenn E^ 
und E^ und - - - E^ existiert. 

Von den Wj, Wj, • • • w^ möglichen Fällen, welche diesen Ereig- 
nissen zugrunde liegen, muß je einer eintreten, und da sich jeder Fall 
der ersten Gruppe mit jedem der zweiten Gruppe verbinden, jede 
dieser Verbindungen mit jedem Falle der dritten Gruppe sich ver- 
einigen kann usw., so gibt es 

m = //?! m^' ' ' m^ 

Verbindungen, die in bezug auf das Ereignis E als mögliche, insbe- 
sondere auch eAa gleichmögliche Fälle aufzufassen sind, wenn die % 
und die fn, • * * und m^ Fälle untereinander gleichberechtigt waren. 

Ein dem Ereignis E günstiger Fall ergibt sich nur dann, wenn 
je ein günstiger Fall jedes der Ereignisse E^, E^,- - - E^ eintrifft, und 
das kann auf 

9-9x9%-' 9r 

Arten gechehen, wenn dem E^g^ günstige Fälle, dem E^g^ günstige 
Fälle usw. zukommen. Hiernach ist die Wahrscheinlichkeit des Er- 
eignisses E bestimmt durch: 

nun ist aber — die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E^ an sich, 
— die Wahrscheinlichkeit von JEL usw., demnach 



m, 



t 
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SB(E) = m(E,E, "'E,)^ SB(jEOaB(£,) • • • ©(£,). (2) 

Bei der Torstehenden Betrachtung ist Unabhängigkeit der Ereig- 
nisse E^, E^,-' vorausgesetzt, so daß SB£^(£^) = ©^^^(JE'J für jede 
Ambe aus den Zeigern 1, 2 • • • r stattfindet. Die Gleichung (2) gibt 
hiemach den Satz: Die Wahrscheinlichkeit für das Zusammentreffen 
fnehrerer voneinander unabhängiger Ereignisse ist das Produkt der Wahr- 
scheinlichkeiten dieser Ereignisse. 

Die Wahrscheinlichkeit 3&(E) wird im Gegensatze zu den Wahr- 
scheinUchkeiten aB(i?J, SBCJE,), • • • aB(E^), die man einfache Wahi-- 
scheinlichkeiten heißt, eine zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit genannt. 
Auch das Ereignis E wird als ein aus den einfachen Ereignissen E^^ 
E^'-'E^ zusammengesetztes Ereignis bezeichnet. 

Die durch (2) ausgedrückte Regel wird der MultiplikcUionssatg der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung genannt. 

Ob das Zusammentreffen ein gleichzeitiges oder ein sukzessives ist, 
bleibt für die Erwarfcungsbildung und daher auch für die Wahrschein- 
lichkeitsbestimmung gleichgültig; im Falle des folgeweisen Eintreffens 
der einfachen Ereignisse ist auch ihre Ordnung ohne Belang; hierin 
liegt das wahrscheinlichkeitstheoretische Äquivalent für das kommuta- 
tive Multiplikationsgesetz. 

Wenn die Ereignisse E^y E^^ - - E^ mit dem ersten, E^, überein- 
stimmen, so besteht das Ereignis E, das nun mit E[ zu bezeichnen 
sein wird, entweder in dem Zusammentreffen von r gleichwahrschein- 
lichen oder in der r- maligen Wiederholung eines und desselben Er- 
eignisses, und seine Wahrscheinlichkeit ist zufolge (2): 

SB(£) = 3S(E0 = aB(£iX. (3) 

Es ist also die Wahrscheinlichkeit der r-maligen Wiederholung eines und 
desselben Ereignisses gleich der r-ten Potenz seiner Wahrscheinlichkeit 
Die Multiplikationsregel erfährt eine das Wesen der Sache be- 
rührende .Änderung, wenn die einfachen Ereignisse -B^, E^y • • •, aus 
denen sich E zusammensetzt, voneinander abhängig sind in der Weise, 
daß die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses der Reihe abhängt von 
dem Eintreffen oder Nichteintreffen der vorausgehenden. In diesem 
Falle kommen vom zweiten Ereignis angefangen nicht mehr deren 
absolute, sondern die rdaiiven Wahrschemlichkeiten in Rechnung, ge- 
bildet unter der Voraussetzung, daß alle vorangehenden Ereignisse ein- 
getroffen sind, wie es die Existenz von E erfordert; es tritt also an 
die Stelle von ©(JS?,) jetzt "S&eSE^), an die Stelle von 'S&{E^) nun- 
mehr SBjs^^^^jBg), endlich kommt statt fflä {E^ zu setzen 3&e^ e^ • • • ä^-i (-^V)? 
so daß bei der gegenwärtigen Sachlage 

SB(£) = aB(Ej)2Bi-(£,)28;,, .;(£:,) • • • SB^^^.. . . ^,_,(E,) . (4) 
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In Worten: Die Wahrscheinlichkeit für das Zusammentreffen mehrerer 
voneinander abhängiger Ereignisse ist gleich dem Produkt ihrer Watir- 
sdmnlichkeiten, die Wahrscheinlichkeit jedes einednen Ereignisses unter 
der Voraussetzung gerechnet, daß die ihm in der Sukzession vorangehen- 
den eingetroffen seien. 

Nach dem Gange der Herleitung möchte es scheinen, als ob im 
Falle der Abhängigkeit eine bestimmte Ordnung der einfachen Er- 
eignisse vorausgesetzt werden müßte. Bei Anwendungen auf die Wirk- 
lichkeit ist allerdings häufig eine zeitliche Sukzession durch die Natur 
der Sache bestimmt; es gibt aber auch Materien, bei denen das 3B(J^ 
der Formel (4) ebenso unabhängig ist von der Ordnung der -Ej, E^, • • • 
wie dies bei dem SB (JE?) der Formel (2) immer stattfindet. 

Zur Erläuterung der beiden Modalitäten zusammengesetzter Er- 
eignisse mögen die folgeuden einfachen Beispiele dienen. 

Aus jedem von zwei Kartenspielen zu 32 Blättern wird eine 
Karte gezogen; wie groß ist die Wahrscheinlichkeit ^ daß man zwei 
Könige zieht? Die Unabhängigkeit der beiden Ereignisse, die zu- 
sammentreffen sollen, ist hier offenkundig: was der Zug aus dem einen 
Spiele bringen möge, die Wahrscheinlichkeit, aus dem andern einen 

König zu ziehen, bleibt • Die Wahrscheinlichkeit des zusammen- 
gesetzten Ereignisses ist ~q ' ~q ^ a*' 

Nun sollen beide Karten aus demselben Spiele nacheinander 
gezogen werden; welches ist die Wahrscheinlichkeit, daß es zwei 
Könige seien? Ist das erstgezogene Blatt ein König — und nur unter 
dieser Voraussetzung kann das bezeichnete Ereignis eintreten — , so 
gibt es für das zweite Ereignis nur mehr 31 mögliche und darunter 
nur noch 3 günstige Fälle. Deumach ist jetzt die Wahrscheinlichkeit 

des zusammengesetzten Ereignisses ö" * gf =• öig ' 

Dieser Wert gilt indessen auch dann, wenn die Karten statt nach- 
einander auf einmal gezogen werden. Denn, faßt man das Ereignis 
dann als ein einfaches auf, so hat man, entsprechend den zweiblättrigen 

32 • 31 

Kombinationen, .— ^ mögliche und, entsprechend den zweiblättrigen 
Kombinationen der Könige, ^-^ günstige Fälle; folglich ist die Wahr- 
scheinlichkeit - — ^.^- =» jrrz wie oben. 

33. Beispiel ZVI. Es ist die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, 
mit zwei Würfeln eine ungerade Summe zu werfen. 

Nach Nr. 14 haben die ungeraden Summen 3, 5, 7, 9, 11, welche 
als Arten des Eintreffens des bezeichneten Ereignisses aufzufassen 
sind, die Wahrscheinlichkeiten 

Osaber, Wahracheialichkeitweohnang. I. S. Auf 1. 4 



50 Erster Teil. Wahrscheinlichkeitstheorie. 

1 1 1 

daraus ergibt sich die Yollstandige Wahrscheinlichkeit einer ungeraden 
Summe 

^ 1 ^ 1 ^ 1 
P 9 "^ 9 "^ 6 ~" Y ' 

88. Beispiel XVXI. Eine Urne U enthaU a weiße und h schwarze, 
eine zweite ihr äußerlich gleiche Urne, U\ a weiße und V schwarze 
Kugdn] man zieht aus einer von beiden eine Kugd heraus; wie groß 
ist die Wahrscheinlichkeit^ daß sie weiß (w) sei? 

Angenommen, es sei a » 3, 6 =» 4; a =4, 6' = 3. Es könnte 
hier die Meinung entstehen, daß es sich um zwei einander aus- 
schließende Arten eines Ereignisses und daher um die Berechnung 
einer vollständigen Wahrscheinlichkeit handle; der Ansatz 

würde aber diese Meinung sofort als falsch erkennen lassen, da es 
gewiß nicht notwendig ist, eine weiße Kugel zu ziehen. Es muß 
vielmehr beachtet werden, daß jede Entstehungsart selbst als zufällig 

ihre Wahrscheinlichkeit, und zwar -^7 ^^^f ^^^^ ®s ebenso leicht mög- 
lich ist, in die erste wie in die zweite Urne zu greifen; richtig ist 
also die Bestimmung 

2 ' 7 "^ 2 ' 7 '^ 2 ' 

Allgemein ist - die Wahrscheinlichkeit, in die erste Urne zu 

greifen, und . , die Wahrscheinlichkeit, aus ihr eine weiße Kugel 

zu ziehen, « rr di© Wahrscheinlichkeit für beides zusammen; 

' 2 a -|- ' 

1 nf 

ebenso ist -zr • -r-ri? die Wahrscheinlichkeit, in die zweite Urne zu 

2 a -j- ^ 

greifen \md eine weiße Kugel zu ziehen; die vollständige Wahrschein- 
lichkeit des erwarteten Ereignisses ist also 

^=2(«4^6 + a'-+v)- W 

Man könnte auch auf den Oedanken kommen, den Inhalt beider 
Urnen in einer zu vereinigen und aus dieser zu ziehen. Dieser Vor- 
gang führt aber nur bedingt zu dem richtigen Resultate; während 
nämlich die Kugeln, solange sie in zwei Urnen getrennt waren, 
gleichmögliche Fälle vorstellten, braucht dies nach der Vereinigung 
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nicht mehr zuzutreffen; sind nämlich die Gesamtzahlen a + b und 
a' + V ungleich , so ist es nicht mehr gleich leicht, eine aus der 
ersten Urne stammende oder eine solche aus der zweiten Urne zu 
ergreifen. Ist aber a + b^^a' + b\ dann hat der Ausdruck (1) gleichen 
Wert mit dem Ausdruck 

.-_ i^+f'— (2) 



a + b + a+b'' 

welcher die Wahrscheinlichkeit für das Ziehen einer weißen Kugel 
aus der dritten Urne angibt; beide gehen in 



über. 

Aber auch dann werden (1) und (2) einander gleich und der 

Vorgang zulässig, wenn ^ =- y ist, wenn also das Mischungsver- 

häUnis in beiden Urnen dasselbe ist: der gemeinsame Wert von (1) 
und (2) ist dann 

a 

Den ersten dieser beiden Fälle kann man, wenn er nicht vor- 
handen ist, immer herbeiführen. Angenommen^ es sei a + ^ + a' + b' 
und N ein gemeinsames Vielfaches beider Zahlen, so daß 

JV'-A(a + 6) = r(a' + 6'); 

man substituiere den Urnen zwei andere, die eine mit ka weißen 
und Xb schwarzen, die andere mit k'a weißen und X'V schwarzen 
Kugeln; da diese Urnen gleiche Kugelmengen enthalten, so kann man 
sie zu einer vereinigen, welche somit ka + X'a' weiße und 2 JV Kugeln 
überhaupt enthält; die Wahrscheinlichkeit, eine weiße Kugel zu 
ziehen, ist 

22V "" 2 \a + &"^ a' + 67' 

in Übereinstimmung mit (1). 

Am durchsichtigsten gestaltet sich die Lösung in symbolischer 
Darstellung: 

3ä(w)^ SB(£7w;) + aB([7'«;) 

- ^(U)Viü(w) + ag8(£70SBcr(«;). 

84. Beispiel JLVlli. In einer Urne liegen drei mit den Nwmmein 
1, 2, 3 markierte Kugdn; man zieht zweimal nacheinander eine Kugd 

4* 
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heraas, legt jedoch die erstgezogene vor der eweiten Ziehung zurück. Wie 
groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß die höchste erschienene Nummer 2 seit 

Zur Lösung dieser Aufgabe bieten sich verschiedene Auf- 
fassungen dar. 

Man kann sagen: Es darf 3 nicht erscheinen und 1 nicht zwei- 
mal. Daß 3 in keinem Zuge erscheint, hat die Wahrscheinlichkeit 

2 2 4 

- • y = y ; daß 1 nicht zweimal erscheint, hat als Gegensatz dazu, 
daß es zweimal erscheint, die Wahrscheinlichkeit 1 "" ( g") "" Y ' ^® 
wäre aber unrichtig, zu schließen, das erwartete Ereignis habe die 

4. ft Ä9 

Wahrscheinlichkeit ^ • ^ '^ äi ? ^®^ ^® Ereignisse nicht unabhängig 
voneinander sind; denn unter der Voraussetzung, daß 3 nicht er- 
scheint, ist die Wahrscheinlichkeit, daß 1 nicht zweimal erscheint^ 

^ "" ( y) ~ T ' ^^^ ®® ^^^ ^^^ mehr um die Nummern 1 und 2 
handeln kann; folglich ist die richtig bestimmte Wahrscheinlichkeit 

9 * 4 ■" 3 ' 

Auch die folgende Analyse könnte vorgenommen werden: Daß 2 
im ersten Zuge erscheint und 3 im zweiten Zuge nicht erscheint, hat 

12 2 

die Wahrscheinlichkeit - . --«»-- 5 daß 3 im ersten Zuge nicht er- 
scheint und 2 im zweiten Zuge herauskommt, hat die Wahrscheinlich- 

21 2 
keit y * "8 =" 9 • Es wäre aber wieder falsch, die Wahrscheinlichkeit 

2 2 
des erwarteten Ereignisses durch die Summe y + y darzustellen ; 

denn das zweimalige Eintreffen von 2, für welches die Wahrschein- 
lichkeit y besteht, ist bei dieser Schluß weise zweimal in Rechnung 

gebracht, muß also einmal subtrahiert werden, wodurch sich 

2,211., ... 

y + y — y = y wie oben ergibt. 

Am durchsichtigsten ist die folgende vollständige Analyse des 
Ereignisses; dasselbe kann nämlich auf folgende drei einander aus- 
schließende Arten zustande kommen: 
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daher ist die vollständige Wahrscheinlichkeit -0- + -^+ q- = x 



9 ' 9 
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35. Beispiel ZXX. Wie groß ist die Wahrscheinliclikeit^ eine 

bezeichnete Nummer in einer Ziehung der gewöhnlichen Lotterie zu treffen? 

Die Wahrscheinlichkeit^ daß die Nummer im ersten Zuge er- 

scheinty ist ^• 

Die Wahrscheinlichkeit, daß sie, wenn sie im ersten Zuge nicht 
erschien, im zweiten kommt, ist g^- 

Die Wahrscheinlichkeit, daß sie im dritten Zuge erscheint, wenn 
sie in den zwei ersten nicht kam, ist — • 

Für den vierten tmd fOnften Zug ergeben sich unter den analogen 

Voraussetzungen die Wahrscheinlichkeiten — und -— 

Dies sind die fünf verschiedenen und einander ausschließenden 
Arten des Erscheinens der bezeichneten Nummer; es wäre aber falsch, 
zu schließen, die Wahrscheinlichkeit für ihr Erscheinen überhaupt sei 

ro + f9 + i + ^7 + Ä = 0,05683.... 

Denn im zweiten Zuge hat die Nummer die Wahrscheinlichkeit ^ 

nur dann, wenn man weiß, daß sie im ersten Zuge nicht erschienen 
ist; vor der 2iiehung ist dies aber bloß eine Voraussetzung, deren 

89 
Wahrscheinlichkeit r. beträgt. Ebenso hat die Nummer die Wahr- 
scheinlichkeit gg , im dritten Zuge zu erscheinen, nur dann, wenn man 

weiß, daß sie in den zwei ersten Zügen nicht erschienen ist; vor Be- 
ginn der Ziehung ist dies aber nur eine Voraussetzung, der die Wahr- 

89 88 
scheinlichkeit ^ • g^ zukommt usw. Der richtige Ansatz für die 

gesuchte Wahrscheinlichkeit ist daher 

__J^ 89 1 89 88 1 ,89 88 87 J_ , 89 88 87 86 J_ 
-P "" 90 "*" 90 * 89 "^ 9Ö * 89 * 88 "^ 9Ö * 89 ' 88 * 87 """ 90 ' 89 * 88 * 87 ' 86 

90 ^ 90 ^ 90 ^ 90 ^ 90 18 

Man vergl. hierzu Nr. 27. 

86. Beispiel XX. Die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, daß ein 
Ereignis von gegebener WaJirscheinlichkeit p sich in n Realisierungen 
der allgemeinen Bedingungen wenigstens einmal, also überhaupt ztUra^e, 

Das erwartete Ereignis ist der Gegensatz dessen, daß das be- 
treffende Ereignis sich in den n Versuchs- oder Beobachtungsfällen 
niemals einstellt, wofür (1 — pY die Wahrscheinlichkeit ist; demnach 
ist seine Wahrscheinlichkeit: 
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p = i-(i-p)». (1) 

Sie wird mit wachsendem n immer größer und nähert sich der Ein- 
heity wie klein auch p, d. h. wie unwahrscheinlich das betreffende Er- 
eignis im einzelnen Falle auch sein möge. 

Zu gegebenem P laßt sich die Zahl n der Realisierungen be- 
stimmen, welche nötig sind, damit das Eintreffen des Ereignisses mit 
der Wahrscheinlichkeit P erwartet werden dürfe; es ist 

log (1 — p) ^ ^ 

Es liegt in der Natur der Sache, daß P>p sein muß. (Man 
TergL hierzu Nr. 23 und 24.) 

87. Beispiel XXI. Eine Lotterie besteht aas n Nummern; 
r davon werden in jeder Ziehung gezogen. Es ist die Wahrscheinlich- 
Jceit zu bestimmen, daß in i Ziehungen aUe Nummern erscheinen. 

Die Zahl i ist von vornherein an die Bedingung ir^n gebimden; 

je höher sie über ihrer untern Grenze - angenommen wird, um so 

wahrscheinlicher ist das Ereignis, von dem oben die Rede ist. So 
können in der gewöhnlichen Lotterie die Nummern nicht früher als 
nach 18 Ziehungen erschöpft sein. ^) 



1) Die Wahrscheinlichkeit, daß in 18 Ziehungen alle Nummern daran 
kommen, oder, was dasselbe ist, daß keine Nummer sich wiederholt, ergibt sich 

wie folgt : Die Zahl der möglichen Fälle in einer Ziehung ist ( . ) , die Zahl 

) . Welche von den 

I I Kombinationen in der ersten Ziehung auch erscheint, für die zweite Ziehung 

(Äfi\ 
I Kombinationen 

bilden lassen; für die dritte Ziehung bleiben noch 80 Nummern, und es kann 

eine beliebige der [ | aus ihnen zu bildenden Kombinationen erscheinen. Setzt 

man diese Betrachtung fort, so kommt man zu der Zahl günstiger Fälle: 

/90\ /85\ /80\ /6\ ^ 90!|^ _85j_ _80!_ 

U/ \6/ \6/ * \6/ 5! 86! ' 61 80! ' 6! 76! 



6! 90! 

51 Ol "" 6T»» 



Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist daher 

90! 86!" 

"° 90» "' 



["Ol 



mit Benützung der Stirlingschen Formel findet man als Wert dieses Aus- 
drucks einen Dezimalbruch, der an der 87. Stelle die erste bedeutsame Ziffer 

86 

hat, nämlich 0,014897 • • • 
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Die Wahrsclieinlichkeit; daß eine bestimmte Nummer in einer 
Ziehung erscheint, ist — ; die Wahrscheinlichkeit, daß sie in {- Ziehungen 
mindestens einmal erscheint, beträgt also nach Nr. 36 



'-(•-0- 



Dieser Ausdruck gilt für jede Nummer, die man herausgreift. Die 
Wahrscheinlichkeit, daß jede der n Nummern in den i Ziehungen 
mindestens einmal erschienen sein werde, beträgt sonach 

^-['-("I')']"- m 

Diese Wahrscheinlichkeit deckt sich aber nicht mit der Wahrschein- 
lichkeit dafür, daß mit der i-ten Ziehung gerade die letzte der noch 
fehlenden Nummern erschienen und dadurch das Ereignis, das in Rede 
steht, vollendet worden ist. Für diese hat Laplace^) eine strenge 
Analyse entwickelt, welche jedoch zeigt, daß zwischen den beiden 

Wahrscheinlichkeiten, sofern nur — ein kleiner Bruch, in jeder 

Ziehung also nur ein kleiner Teil der Nummern gezogen wird, ein 
sehr geringer unterschied besteht. 

Rechnet man für .» == 90, r = 5 und P =* y die Zahl i der 

Ziehungen aus der Gleichung (1), wofür sich 

T2 



loggj 



V2-: 



log 90 — log 85 

ergibt, so erhält man i => 85,20 • • •; die strenge Rechnung im Sinne 
der Laplaceschen Auffassung liefert i == 85,53 • • •. Die numerisch 
sehr wenig voneinander abweichenden Resultate sind praktisch gleich- 
bedeutend; beide besagen, daß es vorteilhaft ist, Eins gegen Eins zu 
wetten, daß in 86 aufeinander folgenden Ziehungen alle 90 Nummern 
erschienen sein werden, während die gleiche Wette auf 85 Ziehungen 
nicht vorteilhaft wäre. 

88. Beispiel ZXH. Die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, daß 
eine Lotterieziehung aus lauter einziffrigen, aus vier einziffrigen und 
einer zweiziffrigen, • • • schließlich aus lauter zweiziffrigen Nummern bestehe. 

Daß im ersten Zuge eine einziffrige Nummer erscheint, hat die 

9 . . 

Wahrscheinlichkeit g^; ist dies eingetreteten, so hat eine einziflfrige 



1) Theorie anal, des prob., Art. 4. 
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8 
Nummer im zweiten Zuge die Wahrscheinlichkeit ^ usw.; die Wahr- 
scheinlichkeit einer aus lauter einziffiigen Nummern zusammengesetzien 
Ziehung ist daher 

98765 i_i. 1. ö^^"^ 

90 89 -88 87 -86' symbolisch^-. 

Bei einer Ziehung der zweiten Gattung nehmen wir zuerst an^ 
daß die einziffiigen Nummern vorangehen; ihre Wahrscheinlichkeit 
hat dann den Ausdruck: 

^ ^ 7 6 81^ 
9Ö ' 89 * 88 * 87 * 86 ' 

für jede andere Anordnung der ein- und zweiziflfrigen Nummern er- 
hält man denselben Wert^ so z. B., wenn die zweiziffrige Nummer an 
erster Stelle erscheinen soll: 

81 ^ 8 2. A 

90 * 89 ' 88 * 87 ' 86 ' 
was nur der Form nach von dem früheren Ausdruck verschieden ist; 
da es nun jr =" 6 verschiedene Anordnungen gibt^ so ist die vollständige 
Wahrscheinlichkeit einer Ziehung mit bloß einer zweizifi&igen Nummer: 

^ 9*/ - ^ 81 



Durch analoge Schlüsse ergeben sich für die vier noch übrigen 
Gattungen von Ziehungen die Wahrscheinlichkeiten: 

n8A-i^l2^ 9g/-isi»/-i 9.81^/-^ 8i^'2' 

90«^/-^ ' 90^^/"^ ' 90^/-^ ' 90*-^* 

Die Ausrechnung liefert für die sechs bezeichneten Gattungen die 
folgenden Wahrscheinlichkeitswerte: 

0,000003 
0,000232 
0,006193 
0,069888 
0,340703 
0,582981 

Summe 1. 

Bezüglich der ersten und letzten Gattung vgl. Nr. 19. 
89. Beispiel XXm. Über zwei et^tgegengesetzie Ereignisse E^ E 
mit den Wahrsdieinlichkeiten p, g (== 1 — 1>) werden s Verstehe oder 
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Beöbaddungen angestellt Wie groß ist die Wahrscheitdichkeitj daß sich 
das Ereignis E dabei m(<s)'mal und das Ereignis E n{j=^s—m)-mal 
in was immer für einer Reihenfolge zutragen werde? 

Irgend eine Kombination der Ereignisse E^ E, welche s Elemente 
nmfSEkßt und in der E m-mal, E n-mal vorkommt, hat zur Wahr- 
scheinlichkeit ein Produkt von s Faktoren, wovon m gleich p und n gleich q 
sind, so daß p^q* der einfachste Ausdruck dieses Produktes ist. 

Kombinationen von dieser Art gibt es aber so viele, als s Ele- 
mentCy worunter m gleiche einer Art und n gleiche einer andern Art 

vorkommen, Permutationen ergeben, d. i. — r^- 
' ® ' m\n\ 

Da jeder solchen Anordnung die Wahrscheinlichkeit f^q^ zu- 
kommt, so ist die totale Wahrscheinlichkeit, daß die Ereignisse E^ E 
in den Anzahlen m, n in was immer für einer Ordnung sich wieder- 
holen werden, dargestellt durch 

2B(^^") = «fi,P"'2-. (1) 

Dieser Ausdruck ist das aDgemeine Glied der Entwicklung von 
Op + Q)*f welche lautet: 

(p+q)'=P'+{l)p-'i+(l)i^-'q*+ ■■■ + Orq''+ • • +«• 

oder mit anderer Schreibung der Koeffizienten: 

s\ 



(^ + ^y=-^ + (F=Wv.P'-'^ + iF^^iP'-'i' + --- 



81 



(2) 






Jedes Glied dieser Entwicklung hat sonach eine bestimmte wahrschein- 
lichkeitstheoretische Bedeutung. So stellt das erste Glied die Wahr- 
scheinlichkeit dar, daß in allen s Versuchen das Ereignis E auftreten 
werde; das zweite Glied die Wahrscheinlichkeit, daß E sich 5— 1-mal 
wiederholen und E einmal zutragen werde, gleichgültig ob E an erster, 
zweiter • * • oder letzter Stelle erscheint usw.; das letzte Glied gibt 
die Wahrscheinlichkeit der beständigen Wiederholung von E, 

Weil 1> + <? =» 1, so ist die Summe sämtlicher Glieder der Ent- 
wicklung gleich 1, was mit der Tatsache übereinstimmt, daß von 
den den Gliedern entsprechenden Ereignisverbindungen nur eine ein- 
treten kann und eine notwendig eintreten muß. 

40. Beispiel ZXHT. Zwei Spieler, A und B, brechen ein Spiel 
in dem Äugenblicke ab, wo dem ersten noch m, dem aweiten noch n Partien 
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eum Gewinnen des Spieles fehlen. Wie haben sie sich in den Einsatz 
eu teilen, wenn p, q die hezügliclien Wahrscheinlichkeiten für das Gewinnen 
einer Partie sind? 

Die Teilung hat billigerweise im Verhältnis der Wahrscheinlich- 
keiten zu erfolgen, welche die Spieler besitzen, das Spiel zu gewinnen; 
es kommt daher auf die Bestimmung dieser Wahrscheinlichkeiten an, 
die wir mit P, Q bezeichnen wollen. 

Die Lösung kann nach verschiedenen Methoden erfolgen. 

Man kann von dem Gedanken ausgehen, daß das Spiel sicher 
zur Entscheidung kommen müßte, wenn es um m + n — 1 Partien 
fortgesetzt würde; denn einer der Spieler gewänne dann sicher die 
ihm noch fehlenden Partien. Die Entscheidung fiele zugunsten des 
A aus, wenn er alle diese Partien, oder eine weniger oder zwei 
weniger usw., mindestens aber die ihm fehlenden m Partien ge- 
wänne. Setzt man zur Abkürzung m + w — 1 =« r und entwickelt 
(p + g)'", so geben jene Glieder, in welchen der Exponent von p 
gleich r, r — 1, r — 2, • • • m ist, die den angeführten Modalitäten ent- 
sprechenden Wahrscheinlichkeiten, und die Summe dieser Glieder ist 
die vollständige Wahrscheinlichkeit P, daß Ä gewinnen würde; also ist 

P-P' + ([)p'-'q + {l)p'-'q' + -- + {/_i)f''q'-'- (1) 

Die Summe der übrigen Glieder gibt $; da jedoch, wie wir voraus- 
setzen, p -j- gr = 1 ist, so ist auch P + Q '=' l, daher ^ — 1 — P. 

Gegen diese Lösung könnte die Bemerkung gemacht werden, daß 
die Entscheidung des Spieles unter Umständen schon nach einer kleineren 
Anzahl von Partien fallen könnte als w + n — 1. 

Die geringste Zahl von Partien, um welche das Spiel fortgesetzt 
werden müßte, damit Ä gewinnen könne, ist m, und zwar müßte A 
alle diese Partien gewinnen, wofür die Wahrscheinlichkeit 

ist. 

Tritt dies nicht ein, so kann -4 in w + 1 Partien gewinnen, wenn 
nur eine davon, jedoch nicht die letzte, an B fällt; denn sonst hätte 
A schon mit der m-ten Partie gewonnen gehabt; da somit für B noch 
m Plätze frei bleiben, so ist die Wahrscheinlichkeit für diesen Modus 
des Gewinnens 

Gewinnt A auch in m -j- 1 Partien nicht, so kann er in m + 2 
Partien gewinnen, wenn dem B nur zwei Partien zufallen, jedoch so, 
daß er nicht als letzter gewinnt; denn sonst hätte A schon mit m + l 
oder gar mit tn Partien gewonnen gehabt; da sich nun m — 1 Ge- 
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winne des A and 2 Gewinne des B auf die m + 1 ersten Plätze auf 
. _7i\tQi " . 2 Arten verteilen können^ so gewinnt A unter den 
gegenwärtigen Voraussetzungen mit der Wahrscheinlichkeit 

m(m + l) 



1-2 



^p^q\ 



Durch ähnliche Schlüsse findet man die Wahrscheinlichkeit^ daB 
JL in w + 3 Partien gewinnt^ wenn er nicht schon früher gewonnen 
haty gleich 

m(w+l)(w + 2) 



1.2-8 



^^m^S 



So fortfahrend^ kommt man schließlich zu der Anzahl w + w — 1 = r 
von Partien; mit diesen muß aber A das Spiel gewinnen^ wenn es 
nicht schon früher zu seinen Gunsten beendigt worden ist; da der 
Fall, daB B die letzte Partie gewinnt^ wieder ausgeschlossen ist, und 
da sich die w — 1 Partien des A und die n — 1 Partien des B auf 

die r — 1 ersten Platze m / — .,,7^^^ — rrr = — \--^ ' -^ -— -^ ver- 

(m — 1) ! (n — 1) ! 1 • 2 • • • (n — 1) 

schiedenen Arten verteilen können, so entspricht diesem Modus des 
Gewinnens die Wahrscheinlichkeit 

w(m + l)---(r- l) ^^ 1 
1.2. .(n — 1) ^ ^ • 

Die vollständige Wahrscheinlichkeit ist sonach 

■n mii i I »»(wi+1) g , m(m+l)(wi-l-2) o , , m(m4-l)...(r— 1) ^_^\ ^^,, 

P=^j)'"{l+mg+ V I ^+ 1.2 3 g+- + ^g ;..(^2.^^ g" '|'(2) 

Dieser Ausdruck ist aber wegen p + q^ i gleichwertig mit dem 
Ausdruck (1), wie man sich überzeugt, wenn man aus dem letzteren 
p^ heraushebt, innerhalb der Klammer p durch q ausdrückt und nach 
Potenzen von q ordnet. 

Das vorliegende Problem nimmt in der Literatur unter den 
Namen „probl^me des partis", „problem of points" und „Teilungs- 
problem" einen hervorragenden Platz ein. Es war eines der ersten, 
die gestellt und gelöst worden sind. Derselbe Chevalier de Mere, 
von dem in Nr. 24 die Rede war, hatte es Pascal^) vorgelegt, und 
dieser teilte es Permat') mit. Beide gaben von verschiedenen Ge- 
sichtspunkten ausgehende Lösungen, jedoch der Stellung der Aufgabe 
entsprechend nur für besondere Werte von m und n und unter der 

1) (Eovres de B. Pascal (Paris, Hachette) 1868, t. II, p. 398. Der Brief- 
wechsel zwischen Pascal und Fermat über das Problem fällt in das Jahr 1654 
und findet sich in demselben Werke t. 11, p. 392—407 wiedergegeben. 

2) P. Fermat, Varia opera mathematica (1679). 
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Yoraassetzong, daß für beide Spieler das Gewinnen der Partie gleich 
wahrscheinlich sei. An dieser letzteren Voraussetzung hielten auch 
Hnygens^) und J. Bernonlli fest. Letzterer gab auf dieser Grund- 
lage eine Tafel*) der Wahrscheinlichkeiten P fQr alle Kombinationen, 
wo dem ^ 1 bis 9 und dem .5 1 bis 7 Partien fehlen; nachstehend 
ist ein Bruchstück der Tafel mitgeteilt^ das sich mechanisch leicht 
fortsetzen läßt.') 
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Erst Moivre*) hat die Voraussetzung 1> =» g = y aufgegeben. 

Die allgemeine Lösung ist zuerst von Montmort^) in den beiden 
Formen (1) und (2) veröffentlicht worden. Die erste dieser Formeln 
beruht auf dem von Fermat angegebenen Gedanken. 

Von einem andern Gedanken, der zu einer in späterer Zeit viel- 
fach angewandten Methode der Lösung von Wahrscheinlichkeitspro- 
blemen geführt hat, war Pascal ausgegangen. Man bezeichne die 
Wahrscheinlichkeit des Gewinnens für Ä, wenn ihm m Partien und 
seinem Gegner n Partien fehlen, mit ^^ ^ und denke sich das Spiel 
noch um eine Partie fortgesetzt; A kann das Spiel gewinnen, wenn 
er diese Partie und auf der neuen Grundlage das Spiel gewinnt, wo- 
für die Wahrscheinlichkeit py^^i , ist; er kann es aber auch ge- 

1) Ch. Huygens, De Ratiociniis in Ludo Aleae (1657). S. auch J. Ber- 
nonlli, Ars conjectandi (1713), pars prima. 

2) Ars conjectandi, p. 16 (Ostwalds Klassiker Nr. 107, p. 18). 

8) Das Fortschreiten der ersten Kolonne und Zeile ist unmittelbar ersicht- 
lich; jede undere Zahl ist das arithmetische Mittel aus den ihr links und oben 
benachbarten. 

4) Doctrine of chances (1718, 1738, 1766), p. 18. 

6) Essai d*Analyse sur les Jeux de Hasards (1714), p. 232—248. 
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winnen^ wenn er diese Partie verliert; das Spiel aber trotzdem auf der 
neuen Grundlage gewinnt, wofür die Wahrscheinlichkeit qy^^n-i ^®^> 
mithin besteht die Gleichung: 

Nun ist 

Vu-P^ Vn-P^y Vzi-P^j y4x-P^r" 

weil yo.a'™ •'■ ^^^ y/?,o™0 ^^*> ^* -^ sicher gewinnt, wenn ihm keine 
Partie^ und unmöglicn gewinnen kann, wenn dem B keine Partie mehr fehlt; 
mit Hilfe derselben Bemerkung ergibt sich: 

Vit^P + P^y Vii-P+PQ+P^^y yu^-P + P^ + PQ^ + PQ^y-' 
und weiter: 

»M-i>'(l + 23), y„ = p»(l + 3g), y«=p*(l+4g),... 

y„=l>>(l + 3g + 63«), y«=i>*(l + 4g + lOg*),--- 

Auf diese Weise kann man zu jedem beliebigen y^^«- P fortschreiten. 

41. Beispiel XXT. Über n Paare gleichartiger entgegengesetzter 
Ereignisse E^, E^, deren Wahrscheinlichkeiten |>,., ft = 1 — 1>< sind, wird 
eine Beobachtung oder ein Versuch angestellt Wie groß ist die Wahr- 
scheinlichkeit ^ daß genau k von den Ereignissen E, imd wie groß die 
Wahrscheinlichkeit, daß mindestens k von den Ereignissen E eintreffen? 

Zur Erläuterung des Problems möge das folgende Beispiel dienen, 
dessen Lösung am Schlüsse wird gegeben werden. Es liegen fünf 
äußerlich gleiche Urnen U^ mit folgendem Inhalte vor: 

Ui enthält 3 weiße, 2 schwarze Kugeln, 

„ Kugel, 

yy )} 

„ Kugehi, 

;> yj 5 

man zieht aus jeder Urne eine Kugel heraus; wie groß ist die Wahr- 
scheinlichkeit, daß sich unter den 5 gezogenen Kugeln genau 3, und 
daß sich darunter mindestens 3 weiße Kugeln befinden? 

Um die erste Wahrscheinlichkeit — sie heiße to{E^) — zu finden^ 
hätte man auf alle möglichen Arten Produkte von k Faktoren p^ und 
n — k Faktoren q^ zu bilden und zu summieren; demnach kann Pj^ 
symbolisch durch die Formel 

»(^*) = 2PaP!i ■■■Pnm^--9r (1) 

dargestellt werden, wobei sich die Summenbildung auf alle Kombi- 
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nationeo «, /3, • • • x der Elemente 1, 2, • • • n zur A:-ten Erlasse bezieht; 
A, ft, • • • V sind die jeweilen in der Kombination nicht vorhandenen 
Elemente. 

Man kann aber to{E^) auch durch die p. allein darstellen, indem 
man schreibt: 

»(£*) = ^PaPs^ • • -^(1 -P.)(i -i>.) • • • (1 -iO; (2) 

entwickelt man das Produkt hinter dem Summenzeichen, so entstehen 
Produkte der p^ zu je Ä;, je fc + 1, • • • bis zu n Faktoren, und bei der 
darauf folgenden Summierung treten die Summen 

^kf ^k + iy " ' ^H 

derartiger Produkte auf. Die Produkte von h Faktoren kommen nur 
je einmal vor, ihre Summe S^ erhält daher den Koeffizienten 1; jedes 
Produkt von mehr als k Faktoren tritt mehrfach auf, weil es auf 
mehrere Arten entstehen kann; so z. B. entsteht das Produkt 
PiPi' ' ' PkPk-^i ^^^^^ Woß bei Entwicklung des Produktes 

Pia • • -äCI - A+i)(1 -Pifc+«) • • • (1 -'Pn)y 

sondern auch bei der Entwicklung jedes Produktes, dessen k erste 
Faktoren eine Kombination der Ä^ten Klasse aus den Elementen 
Pi7 Pi) ' ' ' Pkf Pk+i ^^^^^^] jede der Summen von S^^^ aufwärts erhält 
somit einen von 1 verschiedenen Koeffizienten, so dafi in entwickelter 
Form 

tü(J5*) = S,+ Ä,S,^,+ A,S,^, + ^ . . +^._A (3) 

sein wird. 

Die Koeffizienten A^, A^,- - - hängen von den p^ nicht ab, bleiben 
also dieselben, wenn man alle p^ als gleich und gleich p voraussetzt; 
dann aber verwandelt sich die unentwickelte Summe (2) in 

(J)p»(l -j,)-*, (4) 

und die entwickelte Summe (3) geht, weil nun 

wird, über in 

Durch Vergleichung der Koeffizienten gleicher Potenzen von p in (4) 
und (5) ergeben sich zur Bestimmung der A die Gleichungen: 
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-c)rT*)-^.u.). c)r7")-^.G".). 
-o("7*)-^.g;.). -(-»-'ocif)"-*.- 

aus diesen berechnet sich 
Somit ist schließlich 

w(£*)-s,- (*+')s,,,+(*|^.v,-. ••+(- !)-*(„ ::.,)s,. (6) 

Entwickelt man den algebraischen Ausdruck 

^_ 

(1 + 5)*+" 

in welchem S das Zeichen für eine beliebige Größe vorstellt, so er- 
gibt sich: 

— ^-m-'S^Cl + /»)-(*+» 
(1 + 5)*+» ^ ^ 

-s*- (*+y+>+ (*+')«*+»— .+(-i)-*(^::.j)ä«...; 

daher kann symbolisch 

ro(E') —,-r, (7) 

gesetzt werden, wenn man festsetzt, daß die Entwicklang Yon 
(1 + S) "<*+*) bei dem Gliede mit /S""* abgebrochen und nachher jedes 
S" durch S^ ersetzt wird. 

Die Wahrscheinlichkeit, daß mindestens k Ereignisse der Gattung E 
eintreten, ist die Yollständige Wahrscheinlichkeit dafür, daß genau k 
oder genau A; + 1 • • • oder genau n dieser Ereignisse eintreffen; be- 
zeichnet man sie also mit äB(J?*), so ist 



+fr)«.*.-ct>.*.+ -+(-')-'-(«-:-.) 



s. 
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nun hat man aber 

fr)-('t')-(:)-('t-)-o-o-(j)-(;) 
-('r)-fr)-ei')+('r)+('r)-('t').- 

Demzufolge ist endgültig 

aB(E*) = S,-C)S,^. + f + ^)s,^.-.. + (-l)-*(;i];)s..(8) 
Vergleicht man dies wie oben mit der fentwicklong: 



(1+5)* ^ ' 

-s*-(J)s»+i + (*+')«»+*-•. •+(-i)-*(;ij.) 5»«+. .., 

80 ergibt sich die symbolische Darstellung: 

In dem eingangs aufgestellten Umenbeispiel ist n ». 5 und ^ — 3, 

W(i?») = ^j-^^-. - S,- 4S,+ 10S„ 

weiter 

'S, -PiP^s + PiP%P4. + PiP»Pb + PiPsP* + PlP»Pi + PlPJ>S 

829 
+ PtPsPt + PtPsPi + PtP*P6 + PsPiPi - 46Ö' 

St =- PiPiPiP* + PiPtPsPb + PiPtPJPi + PiPiPiPi 

226 
+ PtPsPÜ>f, = :^, 

weü p^~l, p,~ --, p^ = -*-, p^ = -J-, i)j - y ist; demnach ist die 
Wahrscheinlichkeit, daß genaa 3 weiße Kugeln gezogen werden: 
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^/TTTÄN 829 . 226 , .^ 24 33 

und die Wahrscheinliclikeity daß mindestens 3 weiße Engeln erscheinen: 

*"^^ J 450 ^^ 450 ^ 450 90 

42. Beispiel ZXVI. Es ist die Wahrscheinlichkeit m bestimmen^ 
mü n Wüffdn eine bestimmte Summe su werfen. 

In dem Polynom —x^ + -^x^ + -^(X^ + -r-ar* + -^a^ + -^a^ sind die 

¥SXi»j welche sich mit einem Würfel zutragen können, und ihre Wahr- 
scheinlichkeiten in eigentümlicher Weise zum Ausdruck gebracht: der 
Exponent des Hilfsbuchstaben x bedeutet die Anzahl Augen und der 
Koeffizient die Wahrscheinlichkeit, daß diese Anzahl sich einstelle. 

Multipliziert man das Polynom mit sich selbst und ordnet das 
Produkt nach den Potenzen von x, so werden die Exponenten addiert, 
die Koeffizienten der miteinander multiplizierten Glieder multipliziert 
nnd die Koeffizienten gleicher Potenzen zu einer Summe yereinigt; 
die Rechnung geht also nach solchen Regeln vor sich, daß der Koeffi- 
zient von x^ in dem entwickelten Produkt unmittelbar die Wahrschein- 
lichkeit angibt, daß mit zwei Würfeln die Summe s getroffen werde. 
Multipliziert man das Produkt aufs neue mit dem Polynom, so gibt 
in der nach Potenzen Yon x geordneten Entwicklung der Koeffizient 
von x^ aus den gleichen Gründen die Wahrscheinlichkeit an, daß mit 
drei Würfeln die Summe s erzielt werde. 

Allgemein wird demnach der Koeffizient von sif in der Ent- 
wicklung von 

die Wahrscheinlichkeit vorstellen, daß mit w Würfeln die Summe s 

ÜEdle. Sondert man den Nenner 6" ab, der die möglichen Fälle 

zahlt, die sich bei einem Wurfe mit w Würfeln zutragen können, 
80 bleibt 

{x> + x^ + x^ + :x^ + x^ + x^^y 
and nunmehr zählt der Koeffizient von xf die der Summe s günstigen 

imie. 

Dies ist die mathematische Grundlage des mechanischen Ver- 
üahrens, welches J. Bernoulli ^) zur Bestimmung der den verschiedenen 
Summen günstigen Fälle angegeben hat; das Verfahren ist nichts 
anderes als die schematische Bildung der Koeffizienten, welche sich 



1) Ars coDJectandi, p. 24 (Ostwalda Klassiker Nr. 107, p. 27). 

Oinber, WAhnoheizülohkeittreohnang. L S. Aufl. 6 
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bei der sukzesslyen Multiplikation des Polynoms x^ + x* + • • • + rc* mit 
sich selbst ergeben; es ist aus der folgenden Tabelle, welche bis zu 
3 Würfeln oder 3 Würfen mit einem Würfel reicht, zu ersehen. Dem 
Multiplikationsverfahren entsprechend ist die Eoeffizientenreihe jedes- 
mal sechsmal untereinander geschrieben mit gleichzeitiger Yorrückung 
um eine Stelle; darauf erfolgt kolonnenweise Addition. 

Summen: 
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Aus dieser Tabelle entnimmt man z. B., daß die Summe 5 mit 
einem Würfel auf 1, mit zwei Würfeln auf 4, mit drei Würfeln auf 
6 Arten entstehen kann, so daß ihr in den drei Fällen die Wahr- 

14 6 

scheinlichkeit "g"; öä» ötä zukommt. (Vgl. hierzu Nr. 14 und 15.) 

43. Beispiel XXVix. In einer Urne befinden sich n+ l mit 
den Nummern 0, 1, 2, • • • w bezeichnete Kugeln; man führt nachein- 
ander i Ziehungen aus und legt jedesmal die gezogene Kugel, nachdem 
man ihre Nummer notiert hat, zurück. Welches ist die Wahrscheinlich* 
keit, daß die Summe der erschienenen Nummern s sei? 

Diese Aufgabe, in der man unschwer eine Verallgemeinerung 
der Yorigen Würfelaufgabe erkennt, wird in der Literatur als Moivres 
Problem bezeichnet, weil Moivre ihre allgemeine Lösung zuerst 
veröflfentlicht hat. ^) Der Gedanke, auf welchen er die Lösung ge- 
gründet hat, ist der in der vorigen Nummer entwickelte: Die Zahl der 
Arten, auf welche die Summe s entstehen kann, ist durch den Koeffi- 
zienten von x* in der Entwicklung von 



1) A. de Moivre, De mensnra sortis (1711), p. 364, und Miscellanea ana- 
lytica (1730), p. 191 if. 
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{ofi + x' + x^ + "' + a?«y (1) 

bezeichnet; und da (n + 1)' die Anzahl der möglichen Fälle ist, so 
erhält man die yerlangte Wahrscheinlichkeit durch Division jenes 
Koeffizienten mit (n + 1)'. 

Mun läfit sich der Ausdruck (1), wenn man die in der Klammer 
eingeschlossene geometrische Reihe summiert, umformen in: 

(1 ^ a;"+7(l - x)-' = [l - ia;» + ^ + Q x"-^^ - (s)^""^' + * ' *] 

■ x[n..x+f+').. + ('+«):^+...]. 

Bei der Ausführung dieser Multiplikation entstehen Glieder mit ixf 
dadurch, daß mau 

das 1. Glied des ersten Faktors multipliziert mit dem Gliede r ' * "~ j x* 

des zweiten Faktors, 

des zweiten Faktors, 
das 3. Glied des ersten Faktors multipliziert mit dem Gliede 

l''*"r **~ ja;«-«»-« des zweiten Faktors, 
mithin ist der Koeffizient von x^ gleich 

(•■+'.-')- OCti:::") + öClii.-i') --^ » 

darin ist 

/» + «-l\ (* + ^~l)! (g+l) (^ + 2)---(g + »-l) 
\ 8 )^ 8\{%—l)\ ^ 1.2...(t— 1) 

/t + g — n— 2\ (t-fg — n— 2)1 
\ « — n—l / (« — n — l)l(» — l)l"" 

4- g — 2n — 8)! 

-2n— 2)I(t~l)l'" 1 • 2 ... (i— 1) 



(t + g — n— 2)1 (g — n)(g — n + ! )••. (g — n + t — 2) 

1.2...(»-1) 



/f + « — 2n — 8\ (t + g — 2n — 8)! (g - 2n~ 1) (s — 2n) • ■ ■ (g — 2n+t — 3) 

\ « — 2n — 2 /"'(«- 



so dafi für (2) auch 

(g + l)(g + 2)...(g + f-l) _ /t\ (g-n)(5~n+l).. . (g-n + *-2) 
1.2... (1-1) U/ 1.2... (1-1) 

, /t\ (g ~ 2n — 1) (g — 2n ) • • . (g — 2n + * — 8) _ 
"*" \2; 1 . 2... (t-1) 

geschrieben werden kann; die Reihe bricht ab, sobald im Zähler 
negative Faktoren auftreten sollten. 

6* 
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Die verlangte Wahrscheinlichkeit ist demnach 

f ()> +l)(»+2)--.(g+i-l) _/i\ (»-w)(<-n+l)---«-n+«— « ) 
l-2-(»— 1) \lj 1.8--.(» — 1) 

, (i\ (<-2n-l)(»-2M)-.-(<> — 2n + «-8) > ,„. 



?_/( 



Wären z. B. in einer Urne 11 mit 0, 1,2, • • • 10 beschriebene 
Zettel, und würde man dreimal einen Zettel ziehen, so bestünde für 
die Summe 25 Wahrscheinlichkeit 

p 1 f 26 • 27 8 16 • 16 8 • 2 4 » 6 | 21 ^. 

» ■" 11»\ 1.2 1 12 "^1.21.2)— 1881 ' ) 

Das Moiyresche Problem läßt eine wichtige Verallgemeinerung 
in folgender Richtung zu. Während nach seiner bisherigen Fassung 
jeder Zug oder Versuch nur einen Wert aus der ganzzahligen Reihe 
von bis n ergeben konnte, möge nun jeder reelle Zahlen wert aus 
einem bezeichneten Intervall (0, N) zulässig und jeder an sich gleich 
wahrscheinlich sein; die Summe S der Ergebnisse von i Versuchen 
kann dann jede reelle Zahl aus dem Intervall (0, t^ sein. Um 



1) Um auf den Fall überzugehen, daß die Bezeichnung der Kugeln oder 
Zettel statt mit mit 1 beginnt und daher bis n-\- 1 fortschreitet, braucht man 
sich nur auf jeder Kugel die Nummer um 1 erhöht zu denken; dadurch erhöht 
sich die Summe aus » Ziehungen um i und wird s -f t statt 8; nennt man sie 
nunmehr «', so ist«^»«' — t zu setzen, und Formel (3), die nun auch die 
Wahrscheinlicheit dieser Summe bestimmt, verwandelt sich in: 

p _ 1 f(g^- i+l)(g^~t + 2)--(g^ -l) 
-^ (n+l)'l 1.2...(»-1) 

___ /t\ y — ♦ — n) (»' — ♦ — n + 1) • • ' (g' — n — 2) 
\1/ 12 ..(t-1) 

Diese Formel stellt nun auch die allgemeine Lösung des Würfelproblems in 
Nr. 42 dar. Um beispielsweise die Wahrscheinlichkeit zu finden, mit 8 Würfeln 
die Summe 8 zu werfen, hat man n = 5, t = 3, ^=^8, und man erhält: 

® '^ Iß« 1 . 2 ■" 216 

in Übereinstimmung mit der dort mitgeteilten Tafel; und um die Wahrschein- 
lichkeit zu berechnen, mit 6 Würfeln die Summe 16 zu treffen, für welche die 
Tafel nicht ausreicht, hat man n=»5, t = 6, «'=16 zu setzen und findet: 

1 f 10 • 11 . 12 . 18 • 14 6 4 . 6 . 6 • 7 8 1 1666 883 



- 6M 1 • 



" 6M1-2.3-4.6 11-2. 3- 4- 6) 46666 23328 
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nun die Wahrscheinlichkeit eines bestimmten Wertes S dieser Summe 
zu gewinnen, ändern wir zunächst die Bedingungen der Aufgabe dahin 
ab, daß die Kugebi in der Urne statt mit 0, 1, 2, - • • n mit 00, 
10, 20, • - • nd bezeichnet seien; P, ist dann die Wahrscheinlichkeit, 
daß sich in i Ziehungen die Summe sO ergibt, und ihr Ausdruck kann, 
damit er diese Summe enthalte, umgeformt werden in: 

1(86 + 6) (86 + 26) • -'(86 + %6 - 6) 



p ? ( 

^'« 1.2...(t— l)(nÖ + Ö)l 



{n6+€ff-^ 

-C) 



f t^ (s6 — n6)(8 6 — n6 + 6) • . . (gp — nO + *^ - 

|X«-1 



(n6 + 6y 
/i\ (86-'2n6'-n6)(86 — 2n6)"(s6 — 2ne + i6 — S6) | 

Läßt man nun n und s ins Unendliche wachsen, 6 gleichzeitig gegen 
Null abnehmen, jedoch so, daß 

limnö^JV', lim50 = S 

wird, so bedeutet N die höchste unter den möglichen Zahlen, S die 
Summe der aus i Ziehungen stammenden Zahlen und 

e^ds 

die geringste Änderung, welcher diese Summe fähig ist. Das Resultat 
dieses (Grenzüberganges: 



« 1 . 2 . • • (i 

ist zu deuten als Wahrscheinlichkeit einer zwischen S und S + 6 
^'S + dS liegenden Summe; das Integral hiervon, genommen zwischen 
und 8, bedeutet dann die totale Wahrscheinlichkeit, daß die Summe 
in eines der Intervalle (0, 0) oder (0, 20), • • • oder (S — 0, S), d. h. 
die Wahrscheinlichkeit, daß sie zwischen und S falle; diese ist 
sonach 

Die Entwicklung ist so weit zu führen, als die Differenzen positiv 
bleiben. 

Auf diese Formel hat Laplace^) die Lösung einer Frage ge- 
gründet, die mit einer 1732 und 1734 von der Pariser Akademie 
gestellten Preisaufgabe zusammenhängt. Die Summe der Neigungen 



1) Theorie analyt., Art. 13. 
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der 10 Planetenbalinen gegen die Ekliptik war zu Beginn des Torigen 
Jahrhunderte mit 91,4187 Zentesimalgraden bestimmt; diese Summe ist 
bemerkenswerterweise kleiner als die Neigung einer einzelnen Bahn 
sein' könnte. Man kann nun die Frage aufstellen: Wären jene Bahnen 
ein Werk des Zufalls und bestünde kein Grund, warum ein Wert der 
Neigung zwischen 0® und 100® leichter möglich sein sollte als ein 
anderer, welche Wahrscheinlichkeit bestünde dann, daß die Summe 
aller 10 Neigungen unter 92® liegt? Die Formel (4) gibt hierauf 
als Antwort: 

r92\10 



(^) =0,00000012. 



1 • 2 • • • 10 \100/ 

Besteht hingegen ein innerer Ghnind, der gerade diese Neigungen 
notwendig macht, dann kommt der beobachteten Summe die Wahr- 
scheinlichkeit 1 zu, die sich zur vorigen yerhält etwa wie 25 Mil- 
lionen zu 3; dieses Resultat, so bemerkt Laplace, weist mit sehr 
großer Wahrscheinlichkeit auf das Vorhandensein einer ursprünglichen 
Ursache hin, welche die Bewegung der Planeten so bestimmt hat, daß 
sich ihre Bahnen nahe der Ekliptik angeordnet haben. Übrigens hat 
Laplace zur YersiÄrkung dieser Vermutung, wenn hier von Vermutung 
überhaupt gesprochen werden kann, auch auf den gleichen Umlauf- 
sinn der Planeten hingewiesen und die zusammengesetzte Wahrschein- 
lichkeit gerechnet, daß nicht nur die Summe der Neigungen unter 
der obigen Grenze liege, sondern auch der Umlaufsinn derselbe sei, 
letzteres wieder unter der Annahme, daß beide Bewegungsrichtungen 
gleich möglich seien. 

44. Beispiel XZVZH. Bei dem BouiUotespid werden aus 
einem Spiel von 32 Blättern die Siebner ^ Zehner und Buben aws- 
geschieden und von den übrigen Blättem je 3 an die vier Spieler ver- 
teilt; das 13. Blatt wird umgewendet. Ein Spieler hat einen Brdan^ 
wenn er drei gleichartige Blätter (Äs, Könige o. dgl.) erhält^ und er 
hat einen BreUm carre, wenn die Blätter audi noch von der Art des 
umgewendeten sind. Es ist die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, 1) daß 
i bezeichnete Spieler einen Brdan haben; 2) daß i bezeichnete Spieler 
und nur diese Brelan haben; 3) daß bei einer bestimmten Beihenfolge 
der Spieler der i-te einen Brelan hat, ohne daß die vorausgehenden 
einen solchen besitzen. 

1) Daß ein erster Spieler — und dies kann jeder von den vier 
Spielern sein, weil die Art der Verteilung willkürlich ist — einen 
Brelan erhält, hat die Wahrscheinlichkeit 

Ä = i5Ä-ä -0,0175438; 

denn welches Blatt er als erstes bekommt, die zwei andern Blatter 
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müssen von derselben Art sein; und solcher gibt es nach dem ersten 
Blatt noch 3 unter 19^ nach dem zweiten noch 2 unter 18. 

Soll ein zweiter Spieler einen Brelan erhalten, so darf er von 
den 17 noch übrigen Blättern als erstes dasjenige nicht erhalten, 
welches zu dem ersten Brelan als viertes gehört; da also ein Blatt 
ausgeschlossen ist, so beträgt die Wahrscheinlichkeit, daß außer dem 
ersten noch ein zweiter Spieler Brelan erhält. 

Durch ähnliche Schlüsse ergeben sich die Wahrscheinlichkeiten 
Pi9 Pa dafür, daß drei und daß alle vier Spieler einen Brelan er- 
halten, nämlich: 

Ä = 0,0000136, 

-i)3 = 0,0000007. 

2) Die Wahrscheinlichkeit jPi, daß ein bezeichneter Spieler Brelan 
hat, besteht aus der Wahrscheinlichkeit w^, daß er allein ihn hat, 
femer aus der Wahrscheinlichkeit 5w2 ^), daß er und ein zweiter und 
nur diese zwei ihn haben, dann aus der Wahrscheinlichkeit Sw^ ^), 
daß er und noch zwei andere imd nur diese drei ihn haben, endlich 
aus der Wahrscheinlichkeit w^^p^, daß alle vier ihn haben; denn 
dies sind die voneinander unabhängigen Arten, auf welche der be- 
zeichnete Spieler zu einem Brelan kommen kann; mithin ist 

ebenso erkennt man, daß 

Pi^w^ + ^w^ + w^, 

endlich ist, wie schon bemerkt worden, 
p^^w^. 

Hieraus ergeben sich die Wahrscheinlichkeiten, daß ein, zwei, drei 
Spieler und nur diese einen Brelan erhalten: 

w^i - A - ^Pf + 3ft - 1>4 - 0,0163455, 

m;, - ft - 2^3 + p^ = 0,0003863, 

^s-Pi-Pi - 0,0000129. 

1) Der Koeffizient 3 rührt daher, daß der bezeichnete Spieler mit drei 
andern, beziehungsweise mit drei Paaren aus den übrigen Spielern sich ver- 
•binden kann. 
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3) Die Wahrscheinlichkeit P^, daß der vierte Spieler einen Brelan 
erhält, ohne daß die vorangehenden einen solchen haben, fallt za- 
sammen mit der Wahrscheinlichkeit u\y daß ein Spieler iJlein einen 
Brelan machi Die Wahrscheinlichkeit P3, daß der dritte Spieler in 
der Reihe Brelan macht , ohne daß die vorangehenden einen solchen 
erhalten, setzt sich als Somme zusammen aus der Wahrscheinlichkeit 
w^y daß er ihn allein macht, und aus der Wahrscheinlichkeit w^y daß 
er ihn mit dem nachfolgenden Spieler zugleich erhält. Bei dem 
zweiten Spieler ist darauf zu achten, daß er Brelan entweder allein 
oder zusammen mit einem der beiden folgenden oder mit beiden zu- 
gleich haben kann. Der erste Spieler endlich kann entweder allein 
oder mit einem oder mit einem Paar der drei folgenden oder mit 
allen zugleich Brelan machen. Hiemach ist 

P^-ir, -0,0163455 

P3=m;i + m;,=- 0,0167318 

P, - ti\ + 2w^ + w^e = 0,0171310 

P^^w^ + 3m;j+ 3«;8+ w^^ 0,0175438. 

Die Wahrscheinlichkeit i7, daß mindestens ein Brelan zustande 
kommt, ist die totale Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein oder daß zwei 
oder drei oder alle vier Spieler Brelan erhalten, was beziehungsweise 
wieder auf 4, 6, 4 Arten und 1 Art geschehen kann; mithin ist 

n = 4 e^i + 6m;, + 4m;, + w^^ 0,0677521 5 

daraus folgt die Wahrscheinlichkeit, daß kein Brelan gemacht werde, 
mit 0,9322479. 

46. Beispiel XXIX. Im „Trmie et quaranta genantden Spide 
gibt es nur einen Fall, wdcher dem Bankhalter günstig ist; er besteht 
darin, daß zweimal nacheinander die Summe 31 zustande kommt Es 
ist die Wahrscheinlichkeit dieses Falles zu bestimmen. 

" Das Spiel wird mit der Vereinigung mehrerer, durcheinander 
gemischter vollständiger Spiele von je 52 Karten ausgeführt, etwa mit 
8 Spielen oder 416 Karten. Die Figuren gelten 10, die übrigen 
Blätter entsprechend den auf ihnen verzeichneten Points. 

Die Kflöien werden einzeln aufgeschlagen so lange, bis eine 30 
übersteigende, höchstens also die Summe 40 entsteht. Derselbe Vor- 
gang wird ein zweites Mal wiederholt. Der Spieler wettet auf die 
erste oder die zweite Summe und gewinnt, wenn sie die größere von 
beiden ist. 

Kommen zwei gleiche Summen heraus, so ist das Spiel ungültig. 
Sind es aber zwei 31, so zieht der Bankhalter die Hälfte des Ein- 
satzes ein. Um die Wahrscheinlichkeit dieses Falles handelt es sich. 



I. Abschnitt. Grundlagen der WahrBcheinlichkeitsreclinTing. 73 

Die Losung der Aufgabe würde sich anfierordentlich verwickelt 
gestalten; wollte man anf die Veränderung Rücksicht nehmen, welche 
die Wahrscheinlichkeit einer Karte bestimmter Art während des Spieles 
erleiden kann je nach den Yor ihr schon aufgeschlagenen Karten. Da aber 
der Einfluß dieser YeriLnderlichkeit auf das Endresultat yermöge der 
großen Gesamtzahl der Blätter und auch der großen Zahl der Blätter 
einer bestimmten Art nur imerheblich sein kann, so darf man sich auf 
den Standpunkt stellen, es bleibe die Wahrscheinlichkeit für eine Karte 
bestimmter Art, z. B. einen König, durch die ganze Dauer des Spiels 

dieselbe, — • 

Es bezeichne p^ die Wahrscheinlichkeit, die Summe s zu machen. 
Die Summe 1 ergibt sich nur, wenn ein As gezogen wird, also ist 

Die Summe 2 kann entstehen, entweder indem ein Zweier oder 
zweimal As gezogen wird, also ist 

-P> *" 18 "•" 13^ " 18 (^ "•" isj' 

Für die Summe 3 gibt es drei Entstehungs weisen: entweder ein 
Dreier, oder ein As und ein Zweier, oder nach Erzielung der Summe 2 
ein As; daher ist 

ft = 13 + 18« + 13 (l + lä) * 18 ^ 13 + is) * 

Die Summe 4 kann auf vier Arten entstehen; entweder wird ein 
Vierer gezogen, oder es folgt der Summe 1 ein Dreier, der Summe 2 
ein Zweier oder der Summe 3 ein As; folglich ist 

^*=13+18Ä+i3A+18^»="i8ll+i3J • 

Dies geht so fort bis zur Summe 9; entsprechend ihren neun Ent- 
stehungsarten ist 

^•= 18 + 18^+ 18 ft + ••• + 18^= 18 l^ + 13J • 

Von der Summe 10 ab ändert sich die Sachlage, weil viererlei 
Terschiedene Karten die Summe um 10 erhöhen können: Zehner, 
Buben, Königinnen und Könige. 

Die Summe 10 selbst kann entstehen, indem man einen Zehner 
zieht oder indem der Summe 1 ein Neuner, der Summe 2 ein Achter, 
. . . endlich der Summe 9 ein As folgt; demnach ist 
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-P»o = :^ + Ä ^' +^« + ■ ■ ■ +P»)- 

Für jede 10 übersteigende Summe gibt es folgende Entstehungs- 
arten: entweder verbindet sich die Summe s — 10 mit einem Zehner 
oder es folgt der Summe s — 9 ein Neuner, der Summe s — 8 ein 
Achter ■ ■ • oder endlich der Summe s — 1 ein As; hiemach ist 



P'-^P' 



■10 + h(P—9 + Ps-»+- • • +P.-l), (S> 10). 



18 



Durch Benutzung dieser Formeln findet man sukzessive: 



Pi =0,076923 
p^ =0,082840 
p, = 0,089213 
p^ = 0,096075 
^5 =0,103465 
|)g =0,111424 
p, = 0,119995 
p^ =0,129226 
p^ =0,139166 
iJ,o= 0,380641 



;),! = 0,119980 
2)„ = 0,124657 
Pi, «= 0,129344 
1),^ - 0,134015 
j)i5 = 0,138639 
l>is = 0,143181 
2)„ = 0,147603 
ftg = 0,151856 
|j,j = 0,155890 
l),o = 0,212902 
1)„ = 0,148060. 



Pj^= 0,139847 
p„ = 0,142454 
p„ - 0,144905 
jP,^ = 0,147180 
p,i - 0,149259 
i),, = 0,151124 
Pj, - 0,152756 
p,g = 0,154134 
i>j»= 0,155240 
p„- 0,168347 



zu 



Demnach ist die Wahrscheinlichkeit, zweimal nacheinander 31 
machen: 

p„«= 0,0219220. 

Poisson*) führte die Rechnung mit Berücksichtigung der Ver- 
änderlichkeit der Wahrscheinlichkeiten durch und fand als angenäherten 
Wert 0,021967; dabei war vorausgesetzt, daß acht Kartenspiele zu- 
sammengelegt seien. Man erkennt hieraus, wie gering der Einflufi 
der Variationen in der Anzahl der möglichen nnd günstigen Fälle 
während des Spieles ist. 

46. Beispiel IKX Es liegen 5 äußerlich gleiche Urnen vor; 
drei dav&n (A) enOuHten je 3 weiße (tv) und 2 schwarze (s) Kugeln, 
die zwei andern {B) je eine weiße und 3 schwarze Kugeln. Man zieht 
aus einer der Urnen eine Kugd heraus, legt sie, ohne sie besehen zu 
haben, in eine andere Urne und zieht aus dieser, nachdem man ihren 
Inhalt durcfieinander gemengt, eine Kugel. Welches ist die Wahrschein- 
lichkeit, daß sie weiß sei? 



1) Sur le Jen de trente et qnarante. Annal. de G«rgonne, XVI. 
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Das erwartete Ereignis kann auf 8 einander ausschließende Arten 
eintre£fen, welche schematisch durch folgende Symbole dargestellt sind: 

Af4?Ä, ÄsA, ÄwB, AsBy 

BwÄ, BsA, BwB, BsB] 

AwA bedeutet, daß die erste Engel aus einer der Urnen A genommen 
wird, daß sie weiß sei und wieder in eine der Urnen A gelegt wird, 
aus der dann die zweite Ziehung gemacht wird; ähnlich die anderen 
Kombinationen. 

Jede der acht Entstehimgsarten ist wieder als ein zusammen- 
gesetztes Ereignis aufzufassen^ bestehend aus vier einfachen Ereig- 
nissen; so erfordert die erste Entstehungsart , daß man in eine Urne 

der Gattung A greife (Wahrscheinlichkeit yj, daß man aus ihr eine 
weiße Engel nehme fW. - K daß man diese in eine andere der 
Urnen A lege ( W. yj und daß man aus dieser, die dann 4 weiße 

und 2 schwarze Engeln enthält, eine weiße Eugel ziehe (W. yj • 

Demnach ist die vollständige Wahrscheinlichkeit des erwarteten 
Ereignisses: 

662'8'^5622"^5Ö26"^5526 

§ 4 Geometrisclie Wahrscheinliclikeit. 

47. Brweltenmg der Wahrscheinliohkeitsdeflnition. Es 

ist schon in Nr. 7 bemerkt worden, daß die dort gegebene Wahr- 
scheinlichkeitsdefinition den Wahrscheinlichkeitsbegriff nicht erschöpft 
und daher nicht zur Erledigung aller Wahrscheinlichkeits&agen aus- 
reicht. Ja, es ist nur ein sehr kleiner Teil dieser Fragen, auf den 
jene Definition, die deutlich die Spur ihrer Entstehung aus Glücks- 
spielen an sich trägt, zur Anwendung gebracht werden kann; Glücks- 
spiele und ihnen analoge Einrichtungen bilden denn auch ihr vor- 
nehmliches Anwendungsgebiet. 

Sobald man über dieses hinausgreift, stellt sich die Notwendig- 
keit einer Modifikation oder einer Erweiterung der Definition ein. Jede 
erweiterte Definition muß aber, soll sie dem Begriff der Wahrschein- 
lichkeit gerecht werden, die ursprüngliche Definition mit umfassen. 
Von der Gestaltung der Definition hängt dann die mathematische Be- 
stimmung der Wahrscheinlichkeit ab. 
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Das tägliche Leben veranlaßt uns selir häufig wenn auch nicht 
zu Wahrscheinlichkeitsbestimmungen^ so doch zu Wahrscheinlichkeits- 
schätzungen. Wir urteilen über das Eintreffen oder Niohteintre£fen 
eines Ereignisses auf Grund allgemeiner Erwägungen, bei denen wir 
uns durch erworbene Erfahrungen leiten, vielfach aber auch unseren 
Seelenzustand mit zu Worte kommen lassen; das Ergebnis wird nur 
ausnahmsweise eine numerische Wahrscheinlichkeit, sondern in der 
Regel lediglich eine allgemeine Aussage über die Großenbeziehung 
der Wahrscheinlichkeiten für das Eintreffen und das Nichteintreffen 
sein. Der subjektive Charakter eines so gewonnenen Resultates schließt 
einen erkenntnistheoretischen Wert desselben aus; unser Handeln ist 
aber durch derlei abschätzende Urteile vielfeu^h beeinflußt. Wenn z. B. 
jemand vor der Ausführung eines vom morgigen Wetter abhängigen 
Planes steht, so wird er auf Grund seiner allgemeinen Kenntnisse über 
den Witterungsverlauf eine Schätzung der Aussichten auf gutes oder 
schlechtes Wetter vornehmen; der lebhafte Wunsch, den Plan aus- 
führen zu können, die Furcht, ihn vereitelt zu sehen, werden auf die 
Schätzung Einfluß üben, ihr Ergebnis kann zum Aufgeben des Planes 
fuhren; ein Erkenntniswert kommt dem Resultat aber nicht zu. 

Solche Wahrscheinlichkeitsschätzungen subjektiven Charakters 
fallen außerhalb des Rahmens einer Theorie.^) 

Besitzt die einem Problem zugrunde liegende Materie eine solche 
Struktur, daß sie die Aufstellung von möglichen Fällen, die Abtren- 
nung von günstigen Fällen und die Angabe der relativen Möglichkeit 
der einzelnen Fälle gestattet, so ist eine apriorische Wahrscheinlich- 
keiisbestimmung im eigentlichen Sinne möglich, und ihr Erkenntnis- 
wert um so höher, je weniger willkürliche Momente in den angeführten 
Prozessen zur Geltung kommen; zur Gänze werden solche Momente, 
wo es sich um physische Vorgänge und nicht lediglich um kombina- 
torische Fragen handelt, wie sie etwa die Zahlentheorie bietet, sieh 
nicht ausschließen lassen. 

Die Definition wird sich im vorliegenden Falle wie folgt gestalten: 

Können aus der Verwirklichung der allgemeinen Bedingungen die 
Fälle 

hervorgehen; besitzen unter diesen die Fälle 



1) R. Lämmel, Untersuchungen über die Eimittlnng von Wahrscheinlich- 
keiten (Inang.-Dissert., 1904), p. 2, bezeichnet derlei Schätzungen ab intm^ve 
Methode der Wahrscheinlichkeitsbestimmnng. Das Wort Methode scheint mir 
nicht am Platze zu sein, weil es sich nicht um ein geregeltes Verfahren 
handelt. 
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diejenige Eigenschaft^ welche ihren Eintritt zum Ereignis E stempelt; 
ist endlich durch die Werte der Funktion 

9(i)(«-l, 2,...w) 

die relatire Möglichkeit der Fälle gekennzeichnet^ so ist 

mE)-^ — (i) 

In der Tat f&hrt dieser Ansatz wieder zur ursprünglichen Defi- 
nition, wenn q>(i) konstant, die möglichen Fälle also gleich möglich 
sind, indem unter dieser Voraussetzung 

SB(E)-f (2) 

wird-O 

48. Unendlich viele FUle. Es handelt sich nun darum, ob 
der Wahrscheinlichkeitsbegriff eine natürliche Erklärung und die De- 
finition eine yemunftgemäße Erweiterung zuläßt, wenn es sich um 
Ereignisse handelt, die unendlich yieler Erscheinungsformen fähig sind. 

Stellen wir uns zunächst auf den Standpunkt, daß wir den ein- 
zelnen Erscheinungsformen Gleichberechtigung zusprechen, gleichgültig, 
ob aus zwingenden Gründen oder aus mangelndem Grunde einer gegen- 
teiligen Annahme. Sagt man schlechthin, m imd g seien unendlich, 

so ist mit dem Bruche — nichts anzufangen. Beschranken wir uns 

aber zunächst auf eine endliche Anzahl (i der möglichen Fälle und 

die in ihr auftretende Anzahl y günstiger Fälle, so hat der Bruch — 

einen bestimmten Wert; hört er nicht auf bestimmt zu sein, wenn /li, 
endlich bleibend, immer größer und größer wird, so mißt der Bruch 
die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses nach der gewöhnlichen Defi- 
nition, und konvergiert er dabei gegen eine bestimmte Grenze p, so 
entspricht es dem gesunden Menschenverstände, diese Grenze als die 
Wahrscheinlichkeit des betrachteten Ereignisses in dem Sinne zu 



1) B. Lämmel, 1. c, p. 16, bezeichnet den in dieser Definition normierten 
Vorgang als HypoHiesenprozeß und erblickt in ihm den allgemeinen Typus der 
apriorischen Wahrscheinlichkeitsbestimmnng. Er schematisiert ihn wie folgt: 
Hypothese H^ : Aufstellung der möglichen Fälle. 
Hypothese J7,: Aufstellung der gunstigen Fälle. 

Hypothese H^i Angabe des elementaren Gewichts der einzelnen Fälle 
oder der VcHenzfunktion qp(i;. 
Als Hypothese ^'4 tritt dann die Bildungsweise von ^{E) hinzu. 
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deuten, daß^ wenn man fi Erscheinungsformen als möglich annimmt, 
wobei ^ immer endlich bleibt, die Wahi-scheinlichkeit durch eine Zahl 
gemessen wird, die wohl nicht p ist, aber p beliebig nahe gebracht 
werden kann. In Zeichen: 

m{E) = lim^^p. (3) 

/U = 00 f* 

Dazu ist aber die wichtige Bemerkung zu machen, daß die Aus- 
wahl der als möglich erachteten Erscheinungsformen nicht beliebig 
getroffen werden darf, sondern so erfolgen muß, daß sie der Natur 
des Problems, insbesondere der Forderung der gleichen Möglichkeit 
entspricht. 

Dieser Gedankengang soll an einer der ersten in geometrischem 
Gewände gestellten Fragen beleuchtet werden. Sie ist auf die Wahr- 
scheinlichkeit gerichtet, daß eine Münze, die auf einen mit gleichen 
Figuren bedeckten horizontalen Boden geworfen wird, über die Grenz- 
linien zu liegen komme. ^) 

Der Mittelpunkt der Münze kann auf jeden Punkt der Ebene 
auftreffen, es gibt also unendlich viele mögliche, aber auch unendlich 
yiele günstige Fälle. Denkt man sich die Ebene mit einem quadra- 
tischen (oder in anderer Weise 
regulären) Gitter von Punkten 
überzogen und nimmt an, nur 
• diese könnten getroffen wer- 
den, so ist durch diese An- 
\p ^ , Ordnung der Vorstellung, daß 
j)s^ ^yf^ \ \ gleich große Teile der Ebene 

auch gleichberechtigte Gebiete 

x_* für die Lage des Mittelpunk- 

^^ ^^ ^^ • • tes der Münze bilden, um so 

. genauer entsprochen, je kleiner 

"^^ ^ ^ . . die Entfernung x der Punkte 

ist, Figur 2. Ist nun das 

Rechteck AB CD eine der 

"«^ Figuren, AB' CD' ein zwei- 

^*' * tes Rechteck, dessen Seiten 

von denen des früheren um 
den Radius der Münze entfernt sind, so hat man die Punkte zu zählen, 
die einerseits in AB CD und andererseits in dem von beiden Recht- 
ecken gebildeten Rahmen enthalten sind, um die geforderte Wahr- 
scheinlichkeit bei dieser Auswahl von Punkten zu erhalten; offen- 
kundig wird diese Wahrscheinlichkeit von der Größe x und nebstbei 

1) Buffon, Eßsai d'Arithmätique Morale, 1777. Die Aufgabe wurde aber 
bereits 1738 der Akademie mitgeteilt. 
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Yon der Anordnung der Figur im Punktgitter abhängen. Indem man 
sich aber Torstellt, daB x immer kleiner und kleiner wird, werden 
die Anzahlen der Punkte immer mehr den Flächeninhalten der Figuren, 
auf denen sie liegen, proportional werden und ihr Verhältnis immer 
weniger beeinflußt sein von der Anordnung der Figur, so daß man 
das Verhältnis der Gebietsinhalte selbst in dem oben erklärten Sinne 
als Wahrscheinlichkeit des in Rede stehenden Ereignisses aufi^ufassen 
hat; ihr Wert ist sonach ^ ft-(«-2r)(6-2r) ^ 2(a + 6-2r)r 
' ab ab 

Das Torgef&hrte Beispiel ist geeignet, die Begriffe des homogenen 
Grebiels und der Dichte zu yermitteln. Die mit Punkten gleichförmig 
bedeckte Ebene wie auch das mit Zahlen gleichförmig besetzte Inter- 
yall sind homogene Gebiete; ihre Elemente (Punkte, Zahlen) stellen 
gleich mögliche Fälle dar oder es kommt ihnen, um mit einem yor- 
hin gebrauchten Terminus zu sprechen, gleiche Valenz zu. Es kann 
aber auch in der Natur des Problems liegen, daß man die Ebene un- 
gleichförmig mit Punkten bedeckt, das Zahleninteryall ungleichförmig 
mit Zahlen besetzt zu denken hat; dann kommt neben der Ausdehnung 
des Gebiets auch seine yariable Dichte (Valenz) in Betracht 

Die Außerachtlassung dieses Umstandes hat schon wiederholt zu 
Fehlschlüssen geführt. Zur schärferen Beleuchtung der Sache sollen 
zwei Beispiele erörtert werden.^) 

Wenn um die Wahrscheinlichkeit gefragt wird, daß der Aus- 
druck a?*— ya für willkürliche reelle Werte yon x, y, positiy wird, 
80 ist mit dieser Formulierung gemeint, daß die Bereiche yon rr, y, z 
homogen seien. 

Bezieht man dieselbe Frage auf x^*" V^y ^^ könnte die Meinung 

entstehen, es müßte dasselbe Resultat herauskommen, da yo; wie x 

eine zwischen —0,0 yariable Zahl ist: aber diese in der Ausdehnung 

angenommene Identität besteht nicht auch in der Dichte, -^x^ — ys 

statt x^—ye nehmen heißt so yiel wie stillschweigend Toraussetzen, 
daß X in einem doppelt so dichten Gebiete yariieren solle als die 
beiden andern Variablen. 

Daß übrigens die Wahrscheinlichkeit für k^x^—yz, wenn x,y,z 
beliebige positiye Zahlen sind, mit k yariiert, erkennt man schon daraus, 
daß sie ist für ä: » und sich der 1 nähert, wenn k beständig wächst 
(Ä>0). 

Der Irrtum liegt darin, daß es doch nicht erlaubt ist, statt x 
willkürlich anzunehmen, kx frei zu wählen und durch k zu diyidieren 



1) Vgl. hierzu E. Cesäro, Considerazioni sul concetto di Probabilitä. Pe- 
riodico di Matematica, VI (1891), p. 1—18, 49—62. 
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oder x^ beliebig anzunehmen und daraus die Wurzel zu ziehen. Wenn 
z. B. bei dem letztgedachten Modus x auf das Interyall (0, 1) ange- 
wiesen wird, so ist die Wahrscheinlichkeit, daß es unter -^ bleibt, — , 

während sie bei freier Annahme von x^ nur — betrüge. Im ersten 

Falle ist eben die Dichte unabhängig yon x, also gleichförmig, im 
zweiten ist sie dem x umgekehrt proportional.^) 

Ein Beispiel, aus dem man einen Einwurf gegen dieses Oebiet 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung ableiten wollte, betrifft die nach- 
stehende Schlußfolgerung: ^,Die Wahrscheinlichkeit, daß das spezifische 
Gewicht einer noch unbekannten Substanz zwischen 7 und 8 oder 
zwischen 8 und 9 falle, ist beidemal dieselbe; hingegen ist die Wahr- 
scheinlichkeit, daß ihr spezifisches Vdumen zwischen - und — oder 

zwischen ~ und -^ falle, nicht beidemal die gleiche.^' 

Der Schluß stützt sich auf die gleiche Ausdehnung der beiden 
ersten Gebiete, und auf die ungleidie Ausdehnung der beiden anderen; 
wenn man aber der Verteilung der spezifischen Gewichte gleichmäßige 
Dichte zuschreibt — eine durch nichts gerechtfertigte willkürliche An- 
nahme — , so ist die Verteilung der reziproken Werte, nämlich der 
spezifischen Volumina, nicht auch gleichmäßig dicht, und daraus ent- 
springt der Trugschluß. 

Die korrekte Berücksichtigung dieses Umstandes hebt den schein- 
baren Widerspruch auf. Angenommen, die spezifischen Gewichte gingen 
bis zu einem gewissen Werte, der als Einheit angenommen werden 
möge. Dann wird die Wahrscheinlichkeit, daß das spezifische Gewicht 
eines Körpers in das Intervall (x, x -f- dx) falle, nicht nur von der 
Ausdehnimg dx des Intervalls, sondern auch von seiner durch den 
Anfangswert gekennzeichneten Lage abhängen und daher durch einen 
Ausdruck von der Form (p(x)dx dargestellt sein, da man annehmen 
kann, sie sei der Ausdehnimg dx proportional. Mit Rücksicht auf die 
sammatorische Bedeutung des Integrals bedeutet (Nr. 30) 

b 
P "^ I fp{x)dx 

a 

die Wahrscheinlichkeit, daß das spezifische Gewicht zwischen a, b falle. 
Wenn nun zwei Variable u, v durch eine Gleichung 

f(u, «) = (4) 



1) J. Bertrand, Calcul des probabilitös, p. 4, vertritt die irrige Anschauung, 
€8* sei gleichgültig, ob x direkt oder durch Vermittlung von x* willkürlich an- 
genommen wird. 
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miteinander yerbunden sind, und wenn die relative Häufigkeit fp(u) 
der Werte der einen bekannt ist, so folgt daraus fär die relative 
Häufigkeit if(v) der Werte der andern zunächst die Beziehung: 

g){u) : if(v) =- dv : du] 

denn je enger das Interrall, auf welches sich die den u in du zuge- 
ordneten V zusammendrängen, desto größer ist ihre relative E&ufigkeit; 
aus dem Zusammenhange (4) geht aber anderseits hervor, daß dem 
Betrage nach 



folglich gilt: 



du dv ' 



9>(«):^'W = |^:|{; (5) 



woraus sich ^(t;) bestimmen läßt. 

Zwischen dem spezifischen Gewichte x und dem spezifischen 
Volumen y besteht nun die Beziehung 

xy—1^0] 
infolgedessen ist 

9)(x):^(y)-y:a?, 
also 

daher die Wahrscheinlichkeit, das spezifische Volumen liege zwischen 

-X- und — , 
b a ' 

b 

b 

durch die Substitution —^x geht aber das Integral in / q>{x)dx über; 

also ist immer, bei jeder Verteilung der spezifischen Gewichte, p'='P, 
wie es sein muß.^) ^ 



1) Der hier verwendete Gedankengang bildet die Grandlage des Eriterioms, 
dae H. Poincarä, Calcnl des probabilit^s, 1896, p. 97 sq., benützt, um zu be- 
urteilen, ob zwei verschiedene Auffassungen eines Problems gleichberechtigt sind 
in bezug auf das Resultat. Das n-fache Integral 

Jq>{x^ ,«,,••• x^dx^ dx^ • • • dx^ 

in) 
Oiuber, Wahnoheinllohkeitoreohnung. L I. AafL 6 
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49. Die Mengenlehre in der Wahrscheinliohkeitarechnnng. 

Um einen Überblick über die Probleme der WahrBcheinlichkeitsrechnong 
zu gewinnen, empfiehlt es sich, sie mit der Mengenlehre in Beziehung 
zu setzen. Denn die Gesamtheiten der möglichen und der günstigen 
Fälle lassen sich dem umfassenden und fundamentalen Mengenbegriff 
unterordnen ; und zwar handelt es sich bei den klassischen Aufgaben 
über Glücksspiele, Ziehungen aus Urnen u. dgl. um endliche Mengen, 
bei den Problemen mit unendlich vielen Fällen um transfinite Mengen. 

Unter einer Menge M versteht man eine Zusammenfassung von 
irgendwelchen wohlbestimmten und voneinander unterscheidbaren Ob- 
jekten (Elementen) A\ M ^ { ^4 } . Für unsere Zwecke kommen in 
Betracht: Kugeln verschiedener Farbe, Würfelseiten, Kartenblätter, 
Nummern u. dgl.; Werte einer Variablen, Wertverbindungen mehrerer 
Variablen; Punkte auf Linien, Flächen, im Räume, Gerade in der 
Ebene, im Räume, Ebenen u. dgl. 

Die Mengen werden unterschieden in endliche und imendliche 
{transfinite). 

Dem AnzahJbegrijf der endlichen Mengen ist übergeordnet der 
Begriff der Mächtigkeit, der bei transfiniten Mengen zut^ Anwendung 
kommt. Die Mächtigkeit der Menge M wird durch M bezeichnet. 

Sowie man zwei endliche Mengen als äquivalent, d. h. der Anzahl 
nach gleich, bezeichnet, so nennt man auch transfinite Mengen äqui- 
valent oder von gleicher Mächtigkeit, wenn sich ihre Elemente ein- 
deutig einander zuordnen lassen. Dabei ist als für die transfiniten 



stellt bei gegebenem tp die Wahrscheinlichkeit dar^ daß ein durch die Parameter 
^ f ^ " ' ^n ^^Btimmtes Gebilde gewissen Bedingungen entspreche; die Integration 
erstreckt sich dann über jene Wertverbindungen von a5i , a?, , • • • a;^, die aus diesen 
Bedingungen hervorgehen. Nun werde dasselbe Gebilde mittels anderer Para- 
meter y^yVi^ ' ' ' Vn bestimmt, und die Wahrscheinlichkeit für die Einhaltung 
derselben Bedingungen drücke sich nun durch 

/^ (j/i » yf . • • y«)^!/i ^yf • • • ^y„ 

(«) 

aus. Transformiert man dieses zweite Integral mittels der zwischen den beiden 
Systemen von Parametern bestehenden Relationen in 

(«) 

nnd stimmt das Produkt aus ib und der Jacobischen Determinante 7,- — - — ^- - 

mit der ursprünglichen Funktion 9(^1^1^*"^») überein, so sind beide Auffas- 
sungen äquivalent. — Die von R. Lämmel, 1. c, p. 18 — 19, hierzu gemachte 
Bemerkung scheint mir unzutreffend. 
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Mengen charakteristisch hervorzuheben, daß eine solche einer ihrer 
(ebenfalls transfiniten) Teilmengen äquivalent sein kann. Daß zwei 
transfinite Mengen M^ M' äquivalent seien, wird durch M^^M' an- 
gedeutet. 

Als niedrigster Typus einer transfiniten Menge kann die Reihe 
der natürlichen Zlahlen angesehen werden. Sowie die Mächtigkeit 
einer endlichen Menge durch eine bestimmte Zahl e der natürlichen 
Zahlenreihe ausgedrückt wird, soll die Mächtigkeit dieser selbst durch 
die ideale Zahl a bezeichnet werden (eigentlich unendliche Zahl). 

Jede Menge, die der natürlichen Zahlenreihe äquivalent ist, heißt 
übßäMbar. Hiemach ist die Reihe der geraden Zahlen abzählbar, weil 
man ihre Elemente {2n) den Elementen der natürlichen Zahlenreihe 
(n) eindeutig zuordnen kann; auch die Reihe der echten Brüche ist 

es, indem man y der 2, ^ , y der 3, --, — der 4, y, —, —, -^ der 5, 

usw. zuordnen kann. Daß eine Menge endlich ist, soll durch M ^ t^ 
daß sie transfinit und abzählbar ist, durch M ^ a bezeichnet werden. 

Die Gesamtheit aller reellen Zahlen (und auch die der reellen 
Zahlen eines Intervalls), ebenso die Oesamtheit der Wertverbindungen 
zweier und mehrerer stetigen Variablen, geometrisch gesprochen, die 
Menge der Punkte in einer Geraden, einer Strecke, in der ganzen 
Ebene oder einem begrenzten Teil derselben, sind nicht abzahlbar; sie 
stellen Mengen von höherer Mächtigkeit im Vergleich zur Gesamt- 
heit der natürlichen Zahlen vor. Man spricht hier von der Mächtig- 
tigkeit eines Kontinuums (®). Daß eine Menge M die Mächtigkeit 
eines Kontinuums besitzt, soll durch Jlf » S angezeigt werden. 

Punktmengen P können in bezug auf das stetige Gebiet, in dem 
sie sich befinden (Linie, Fläche, Raum), verschiedene Anordnung zeigen. 
Ist jeder Pimkt der Menge isoliert, d. h. mit einer beliebig engen Um- 
gebung versehen, in der sich kein anderer Punkt der Menge befindet, 
so heißt die Punktmenge nirgends dicM. Gibt es keinen noch so 
kleinen Gebietsteil, der frei von Punkten der Menge ist, so heißt diese 
iiberaü dicht. Beide Eigenschaften können nebeneinander vorkommen, 
die Menge ist dann stellenweise dicht. 

Wenn für die Summe der Gebietsteile, in welchen sich Punkte 
von P befinden, ein fester Grenzwert existiert, so bezeichnet man ihn 
als den Inlialt von P, symbolisch J{P\ 

Punktmengen, die Kontinua bilden, sind in ihrem Gebiet überall 
dicht und man ordnet ihnen den geometrischen Inhalt des Gebietes 
(Länge der Linie, Größe der Fläche, Volumen des Raumes) als In- 
halt zu. 

Nach der Natur der Mengen, welche die möglichen und die 
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günstigen Fälle eines Problems bilden^ richtet sich der analytische 
Vorgang der Wahrscheinlichkeitsbestimmimg. Die ursprüngliche Wahr- 
scheinlichkeitsdefinition bezieht sich auf den Fall, daB beide Mengen 
endlich sind. Bei transfiniten Mengen wird im allgemeinen ein Orenz- 
prozeB zur Wahrscheinlichkeitsbestimmung führen, der Ton jener 
Definition den Ausgang nimmt. ^) 

50. Oeometrisohe Wahrsoheinliohkeiten. Man kann, von 
der eben erwähnten Systematik Gebrauch machend, als Probleme der 
geometrischen Wahrscheinlichkeit diejenigen bezeichnen, die unter den 
Typus ((S, (S) fallen, bei denen also mögliche und günstige Falle 
Mengen von der Mächtigkeit eines Eontinuums bilden. Aufgaben 
dieser Art können sowohl arithmetischer wie geometrischer Natur sein. 
Im ersten Falle handelt es sich um Tatbestände, deren Modalitäten 
Yon einer oder mehreren stetig veränderlichen Größen abhängen; die 
Frage richtet sich nach der Wahrscheinlichkeit, daß ein Tatbestand ver- 
wirklicht werde oder verwirklicht sei, für den die Werte der Variablen 
gewissen Bedingungen genügen. Bei den Problemen geometrischer 
Natur handelt es sich um die Wahrscheinlichkeit, daß ein aus einer 
wohldefinierten stetigen Mannigfaltigkeit geometrischer Gebilde nach 
Belieben herausgegriffenes Individuum gewisse Eigenschaften besitze. 
Da man Aufgaben der ersten Art dadurch, daß man die auftretenden 
Variablen entsprechend deutet, häufig auf das geometrische Gebiet 
übertragen kann, so ist die Bezeichnung „geometrische Wahrschein- 
lichkeit*'^) für alle Fragen dieses Typus üblich geworden. 

Es ist als ein spezifisches Merkmal der Probleme, denen trans- 



1) R. Lämmel hat in seiner bereits zitierten Dissertation „Untersuchtingen 
über die Ermittlang von Wahrscheinlichkeiten" den Mengenbegriff systematisch 
für die Zwecke der Wahrscheinlichkeitsrechnung herangezogen. Indem er die 
transfiniten Mengen nach den Eigenschaften der Abzählbarkeit und NichtabzSiil- 
barkeit, der Dichte und der Existenz oder Nichtexistenz eines Inhaltes gruppiert, 
kommt er rein formal (ohne Rücksicht auf die Existenzmöglichkeit) zu 12 Mengen- 
typen, die wieder, indem die möglichen und günstigen Fälle je einer dieser 
Typen zugezählt werden, zu 144 logisch denkbaren Typen von Wahrscheinlich- 
keitsproblemen führen. Diese Darstellung leistet vorläufig den Dienst, daß sie 
geeignet ist, System in die bisher behandelten Fragen zu bringen; nur wenige 
Typen sind unter diesen Fragen vertreten; manche der Typen lassen sich 
mangels zureichender Ausbildung der Mengenlehre nicht weiter verfolgen, den 
meisten dürfte nur zahlentheoretische Bedeutung zukommen; die praktische Trag- 
weite ist sicher nur gering. — Die gewöhnlichen Aufgaben der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung wären unter den oben nicht mitgezählten Typus (e, e) zu stellen, 
d. h. mögliche und günstige Fälle bilden endliche Mengen. Der niedrigste, 
deshalb aber nicht etwa am einfachsten zu behandelnde Typus in trans- 
finiten Mengen wäre (a, a), wo mögliche und günstige Fälle abzählbare Mengen 
bilden. 

2) Local p'obability, geometrical probability. 
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finite Mengen zugrunde liegen, hingestellt worden, daß sie häufig ver- 
schiedene, einander also anscheinend widersprechende Lösungen zu- 
lassen, und man hat dies auf die yerschiedeiie Deutung zurückgeführt, 
welche den in der Formulierung solcher Probleme auftretenden Rede- 
wendungen „willkürlich angenommene Zahl'', „willkürlich gewählter 
Punkf' u. dgl. gegeben werden kann. Diese scheinbare Paradoxie in 
den Losungen ist auch als eine mit dem Wesen der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung untrennbar verbünde Erscheinung bezeichnet worden. 

Hierzu sei vor allem das Folgende bemerkt. Die Wahrscheinlich- 
keitsrechnimg als solche hat mit diesen Paradozien nichts zu schaffen. 
Sie lost ihre Probleme auf Grund bestimmter Urteilsmaterien und 
dann immer eindeutig; wo der Urteilsmaterie die Bestimmtheit mangelt, 
ist auch die Basis für eine Wahrscheinlichkeitsberechnung nicht vor- 
handen. 

Der Begriff der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses oder Tat- 
bestandes an sich, ohne Bezugnahme auf eine bestimmte Materie, ent- 
behrt jeder Grundlage. Von der Wahrscheinlichkeit einer weißen 
Kugel zu sprechen hat keinen Sinn, wofern man sich nicht etwa 
unter Berufung auf das absolute Nichtwissen auf das Prinzip des 

mangelnden Gh-undes stützen und jene Wahrscheinlichkeit mit -- be- 
werten will. Ist hingegen die Frage in bezug auf eine bestimmte 
Eugelmenge gestellt, in der sich weiße Kugeln befinden, und besteht 
Gleichmöglichkeit der Fälle oder wird sie angenommen, so gibt die 
Theorie eine bestimmte und nur eine Antwort. 

In gleicher Weise verhält es sich mit den Problemen über trans- 
finite Mengen. Ist die Struktur der Menge bestimmt, so ergibt sich 
eine eindeutige Lösung. Wo über diese Struktur verschiedene An- 
nahmen gemacht werden, ergeben sich auch mehrere im allgemeinen 
verschiedene Lösungen. Wenn z. B., um auf ein später zu behandelndes 
Problem vorzubereiten, die Wahrscheinlichkeit verlangt wird, daß eine 
Sehne des Kreises länger sei als die Seite des ihm eingeschriebenen 
regulären Dreiecks, so kommt es darauf an, welcher transfiniten 
Mannigfaltigkeit man die Sehne zuschreibt: ob man die Sehne auf- 
faßt ab den Abschnitt, den der Kreis auf einer in der Ebene bdiebig 
geeogenen Geraden bildet, oder als die Verbindungslinie zweier auf 
dem Umfang beliebig angenommenen Punkte o. dgl. Es sind ganz 
verschiedene Mannigfaltigkeiten, zu denen diese Auffassungen führen, 
aber auch erst dann führen, wenn man darüber einig geworden ist, 
was man unter einer in der Ebene beliebig gezogeneu Geraden, be- 
ziehungsweise unter einem auf dem Kreise beliebig angenommenen 
Punkte zu verstehen habe. 
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Wie man siebt, führt die Analyse zu der Notwendigkeit gewisser 
Grundannahmen hin, yon denen dann bei Behandlung jedes Problems 
naturgemäßer Gebrauch zu machen ist; diese Grundannahmen sollen in 
den einen Satz zusammengefaßt werden: Ein Element (Zahl, Punkt, 
Gerade o. dgL) schlechtweg willkürlich annehmen heißt, die transfinite 
Menge, also das Kontinuum, dem es angehört, als liomogen Toraus- 
setzen; dies bedeutet so viel als: die Wahrscheinlichkeit, das Element 
gehöre einem bestimmten Teil des Eontinuums an, lediglich Ton der 
Ausdehnung, dem Inhalt dieses Teils und nicht auch yon seiner Lage 
im Gesamtbereich abhangig sein lassen. 

Soll hiemach der Wert der Variablen x in dem Intervall (a, b) 
willkürlich angenommen werden, so ist die Wahrscheinlichkeit, daß 

dx 
er dem Intervall (x, x + dx) angehöre, durch ^-_— gegeben. Und 

sollen die Werte der Variablen ic, y je in dem Intervall (a, 6), (c, d) 
willkürlich, also auch unabhängig voneinander gewählt Verden, so 
bestimmt sich die Wahrscheinlichkeit, daß sie gleichzeitig den Inter- 
vallen {x, X + dx), (y, y + dy) entnommen seien, durch den Bruch 
dxdy 

(P^dHd^cy 

Ist nun ein geometrisches Gebilde als durch die Werte dieser 
Variablen in den genannten Intervallen bestimmt anzusehen, so ist 
die transfinite Menge der möglichen Gestaltungen des Gebildes auf 
das homogene Feld der Wertverbindungen 

X I y; a^x^by c^y ^d 
abgebildet] und das Integral 



//. 



dxdy 

(6 — a)(ä — c)' 



ausgedehnt über alle jene Wertverbinduogen, denen Gebilde mit der 
Eigenschaft entsprechen, nach deren Wahrscheinlichkeit gefragt wird, 
liefert den numerischen Wert dieser Wahrscheinlichkeit. 

Man kapn den Problemen der Wahrscheinlichkeitsrechnung gegen- 
über« soweit sie sich auf transfinite Mengen beziehen, zweierlei Stand- 
punkt einnehmen. Man kann fordern, daß die Formulierung so 
detailliert sei, daß über die Struktur der Mengen kein Zweifel übrig 
bleibt Man kann aber auch den Grundsatz befolgen, die dem Wort- 
laute des Problems am natürlichsten sich anschließende Lösung zu 
suchen, und im übrigen an der Grundannahme der homogenen Be- 
reiche festhalten. Unter allen Umstanden ist, sobald man an die 
Wirklichkeit herantritt, genau darauf zu achten, daß die Realisierung 
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der allgemeinen Bedingungen den bei der Lösung des Problems ge- 
troffenen Annahmen entspreche. 

Nach dem Yorgef&hrten käme die Berechnung geometrischer 
Wahrscheinlichkeiten in letzter Linie auf die Auswertung bestimmter 
Int^prale zurück. Aber schon bei verhältnismäßig einfachen Problemen 
gestaltet sich dieser Weg, insbesondere rücksichtlich der Feststellung 
der Integrationsgrenzen ^ oftmals recht schwierig. Durch Ausbildung 
scharfsinniger Methoden für manche häufig wiederkehrende Bestim- 
mungen Yon Mannigfaltigkeitsinhalten, duröh Zurückführung kompli- 
zierter Fragen auf einfache Grundprobleme u. ä. ist es gelungen , die 
Integrationen mitunter yöllig zu umgehen; indirekt sind auf diesem 
Wege manche schwierige Integralbestimmungen gelungen. Haupt- 
sachlich waren es englische Geometer, die diesen Zweig der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung gefördert haben. Eine Auswahl yon Beispielen ^) 
wird am besten einen Einblick in seine Methodik yermitteln. Die 
Beschäftigung mit derlei Aufgaben hat auch einen hohen didaktischen 
Wert, indem sie für andere Anwendungsgebiete die zweckmäßigste 
Vorbereitung gewährt. 

51. Beispiel ZXXI. Mit weldier Wahrscheitüklikeit läßt sidh 
aus drei Strecken x, y, e, die unter einer yenieinsamen oberen Grenze 
liegen f ein Dreieck bilden? 

Faßt man x, y, z ais (rechtwinklige) Koordinaten eines Punktes 
im Baume auf, so ist das Gebiet der möglichen Fälle durch den 
Würfel OD, Fig. 3, yon der Kante a dar- 
gestellt; denn für Punkte innerhalb oder an z 
der Oberfläche dieses Würfels —- und nur für 
solche — ist gleichzeitig 

0^x£a, 0£y^a, O^z^a. 

Soll ein Dreieck gebildet werden können, 
so muß 

y + ß>x, z + x^y, x + y^s ' Fig. 3. 

sein; die Gebiete, welche diesen Bedingungen 

entsprechen, werden von dem Würfel durch die Ebenen OBCy OCA, 
OAB abgeschnitten und bilden drei kongruente Pyramiden, OBCD, 
OCADj OABD. Das Verhältnis ihres Inhaltes zum Inhalt des 
Würfels gibt die yerlangte Wahrscheinlichkeit: 

1) In betreff weiterer Beispiele über ,fGeometriache Wahrscbeinlichkeiten 
und Mittelwerte^^ kaan auf des Verfassers gleichnamige Sehritib (Leipzig 1S84; in 
fnuuKMaohei Übersetzung Paris 1902 erschienen) yerwiesen werden. 
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52. Beispiel AXXH. Eine Strecke a wird hdiebig in drei Teile 
geteilt; wie groß ist die WahrscheinlichJceity daß sich aus den Teilen 
ein Dreieck bilden la^sse? 

Die Teile x^ y, js müssen positiv sein und der Gleichung 

' x + y + z^a (1) 

genügen. 

Damit sich aus ilmen ein Dreieck bilden lasse ; müssen sie den 
Bedingungen 

y + ^'^_x, z + x^y^ x + y^z 

genügen, welche sich mit Hilfe der vorangehenden Gleichimg um- 
wandeln lassen in 



x< 



= 2 ' 



y^ 






(2) 



Werden x^ y^ z als rechtwinklige Koordinaten eines Punktes im 
Räume aufgefaßt, so ist das Gebiet der möglichen Falle durch das 
Dreieck ABC^ Fig. 4, dargestellt, dessen Ecken 
von den Abstand a haben; denn die Koordi- 
naten jedes Punktes in diesem Dreieck sind 
positiv und genügen der Gleichung (1). Das 
Gebiet der günstigen Fälle wird aus diesem 
-^ Dreieck durch die drei Ebenen EFGj HFJy 
KJG ausgeschnitten, welche OA, beziehungs- 
weise OB, OC senkrecht halbieren; es ist dies 
das Dreieck JGF, dessen Punkte den Be- 
ziehungen (2) entsprechen. 

Da nun AJGF'^-^AABC ist, so ist die verlangte Wah]> 

soheinlichkeit 

1 




Fig. 4. 



Man kann, von der Tatsache Gebrauch machend, daß die Summe 
der Lote, welche von einem Punkte in der Fläche eines gleichseitigen 
Dreiecks auf dessen Seiten gefällt werden, konstant und gleich der 
Höhe des Dreiecks ist, die Aufgabe auch in der Ebene erledigen. 

53. Beispiel XMMiif. Auf eine horizontale, mit äquidistanten 
Parallelen vom Abstände 2 a überzogene Tafel wird eine (zylindrisdie) 
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Nadd wm der Länge 2c (^ 2a) geworfen; wie groß ist die Wahr- 
sekeinlickkeitf daß die Nadel eine der ParaUdlinien kreuzt? 

Es genügt, nur diejenigen Lagen der Nadel ins Ange zn fassen, 
bei welchen ihr Mittelpunkt M, Fig. 5, mit einem Punkt von 

AC^—^^a zusammenfallt; die Menge solcher Lagen wird durch 

ma gemessen; denn a ist das Maß fär die Menge der Punkte in ^C 
und X das Maß f&r die Menge der Richtungen bei jeder Lage des 
Mittelpunktes. 

Fallt der Mittelpunkt in die Entfernung x ^ AM bis x + dx, 
80 ist die Menge der günstigen Nadelricbtungen bei jeder solchen 
Lage des Mittelpunktes durch 20, d. i. 

2 arc cos — 

c 

gemessen; die Menge der beschriebenen Lagen des Mittelpunktes hat 
aber dx zum Maße; somit ist das Oebiet der günstigen Falle durch 



/ 2 arc cos — dx = 2c 



gemessen. 

Die Terlangte Wahrscheinlichkeit ist demnach 

2c 

Die Torstehende Aufgabe, unter dem Namen „Nadelproblem'' 
(probl^me de Taiguille) bekannt, gehört zu den ersten, welche auf 
dem Gebiete der geometrischen Wahrscheinlichkeit 

gestellt worden sind; ihr Urheber ist Buffon*). B 

über ihre weitere Entwicklung yergleiche man des j ! 

Verfassers „Geometrische Wahrscheinlichkeiten und ^'tJ; 
Mittelwerte« (1884), p. 86fiF. und dessen Bericht über 



„Die Entwicklung der Wahrscheinlichkeitstheorie" -' 

(1899), VII. Jahresber. der Deutschen Mathematiker- Fig. 5. 

Verein., p. 59 ff. 

64. BeLiplel XZZIV. In einem Kreise werden, nadidem darin 
eine Sehne bdidng gezogen worden, zwei Punkte tviUkürlich angenommen. 
Mit wdcker Wahrscheinlichkeit liegen beide Punkte zu einerlei Seite 
der Sdme? 

a) Wird die Sehne bei beliebig angenommener Richtung in be- 
liebiger Entfernung vom Kreismittelpunkt gezogen, so ist die Menge 



1) B.8 sämtliche Werke, deutsch von B. Rave, 4. Bd., p. 441—498. 
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der Seimen, deren Entfernung zwischen x^ OC, Fig. 6, und x + dx 
liegt, durch dx bestimmt. Die Menge der Punktepaare, welche bei 
dieser Lage der Sehne AB unterhalb derselben liegen, wird durch 
das Quadrat des Segments ABB, die Menge der Punktepaare ober- 
halb AB durch das Quadrat des Segments ABE 
gemessen. Hiernach ergibt sich das Maß für die 
Mannigfaltigkeit der günstigen Fälle, indem man 
den Ausdruck 




j {ABiyy + {ABE)^ j dx 



über alle Sehnenlagen integriert; nach Einführung 
des Winkels AOC^tp und des Kreishalbmessers 
AO ^ r ergibt dies : 



/ I r* (9) — sin 9 cos 9?)' -f- /^ (;r — 9) — sin ;r — qp cos x — qp)* } r siti (pdq> 


und mit Rücksicht darauf, daß 

n n 

j {x-'(p-'8inx — (pco8Jt — (py sintpdfp ^J{^ — sinfp cos 9))* sin 9^9, 


weiter 

n 

2rV/ (^ — sin 9) cos 9))* sin yrfy =- 2r^ (n^ — —j • 


Die Menge der möglichen Fälle hat 2r • (nr^y zum Maße. 
Hiemach ist 



p^l 



128 



= 0,712 



die verlangte Wahrscheinlichkeit. 

ß) Zu einem andern Resultate gelangt man, wenn man sich die 
Sehne aus dem freigewählten Anfangspunkt A in beliebiger Richtung 
gezogen denkt. Denn die Menge solcher Sehnen, deren Lot OC 
mit A einen zwischen tp und tp + dg) liegenden Winkel einschließt, 
ist durch dtp, daher die Menge der günstigen Fälle durch 

n 

/ I /^ (y — sin g? cos 9)* + »•* (;r — 9) — sin ;r — 9 cos n — q)) \d<p 
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aiunadrückeiiy während die Menge der möglichen Fälle nunmehv 
% • («r*)' zum Maße hat. 

Bei dieser Auffassung ist also 

die gesuchte Wahrscheinlichkeit. 

BB. mttel- oder Dnrohsohiiittswert einer vom Zufidl ab- 
hAügil^eii CMBe. Eine yeränderliche Größe S sei der Werte 5^, 
iS|y • • • S', fähig, deren jeden sie nur auf eine Art annehmen kann. 
Das arithmetische Mittel dieser Einzelwerte wird als Mittel- oder 
Durchsthnittswert von S bezeichnet. Bedient mau sich dafßr des 
Symbols 3)(iS), so ist 

2) (S) =^ ^ ±A±_:l^+^ . (1) 

Kann jeder Einzelwert yon S auf mehrere Arten zustande kom- 
men, allgemein S| auf n^ Arten, und setzt man n^+ n^-\ + n, =- A^, 

so ist 

Unterliegt die Größe S der willkürlichen Annahme und kann 
jeder ihrer Einzelwerte mit gleichem Grade der Möglichkeit aus der 

Wahl hervorgehen, so ist im ersten Falle -, im zweiten Falle ^^Pi 

die Wahrscheinlichkeit, daß sich der Wert S^ einstellen werde, ebenso 

— > beziehungsweise ^ = ft die Wahi-scheinlichkeit des Wertes S^ usw. 

Mithin ist unter diesem Gesichtspunkte 

5)(Ä)-i>,S, +;>,«, + ... + PA, (3) 

d. h. der Mittelwert der vom Zufall abhängigen Größe S ist gleich der 
Summe ihrer Einzelwerte^ jeder mit der seinetn Zustandekommen ent- 
spreAenden Wahrscheinlichleit multipliziert, 

Ist die Mannigfaltigkeit der Werte S eine stetige, indem der 
einzelne von der Wertverbindung der stetigen Variabein rr, y, • • • ab- 
hängt, so ist die Menge der Werte S, welche zu Wertverbindungen 
zwischen x, y, - - - und x + dx, y + dy, - - ' gehören, gemessen durch 
dxdy • • • , die Wahrscheinlichkeit eines solchen Wertes von S* gleich 

dxdy • ' • 
JJ'dxdy' 
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das Integral über die ganze Mannigfaltigkeit ausgedelint. Der Mittel- 
wert von S ist dann in Eonsequenz des voranstehenden Satzes 

beide Integrationen über das ganze Gebiet der S erstreckt. 

Es sei bemerkt, daß man ^{ß) auch häufig als den wahrschein- 
lichen Wert von S bezeichnet. 

56. Zusanunenhang swisohen Wahrsohelnliohkeit nnd 
Mittelwert. Der grundlegende, diesen Zusammenhang betreffende 
Satz ist der folgende: ^Jst das variable geometrische Gebiet S (Linie, 
Fläche, Baum) in dem festen gleichartigen Gebiet A eingeschlossen, 
^(ß) der Mittelwert von 8^ so ist die Wahrscheinlichkeit, daß ein 
in A willkürlich angenommener Punkt in 8 falle, welchen Wert dieses 
im Augenblicke der Bealisierung auch haben möge, 

^~ ^ . 

Kann nämlich S die Werte S^, S^, - - - S^ mit den Wahrschein- 
lichkeiten w^^ w^, - - - tv^ annehmen, so ist w^ -j die zusammengesetzte 

Wahrscheinlichkeit dafür, daß bei der Realisierung der Bedingungen 
der Wert ^S^ existiere und daß der im Gebiete A angenommene Punkt 
in das Teilgebiet S falle. Die totale Wahrscheinlichkeit des letzten 
Ereignisses ist daher 

P = ti\ ^ + M?, ^ + • • • + M?, 3f = A "" "X" ' 

Die Ausdehnung des Beweises auf eine stetige Mannigfedtigkeit 
der S unterliegt keiner Schwierigkeit. 

Würde es sich statt eines Punktes um deren n handeln, so er- 
gäbe sich für die Wahrscheinlichkeit, daß sie alle in das eingeschlossene 
Gebiet S fallen, der Ausdruck 

Die vorstehenden Formeln können zweifache Verwendung finden: 
zur Berechnung von p oder zur Berechnung von ©(S), respektive 
2)(S"). 

57. Beispiel XZXT. In einer Strecke von der Länge a werden 
zwei Punkte X, Y willkürlich angenommen; welches ist der Mittelwert 
ihres Absiandes X F ■= 5, welches der Mittelwert seiner n-ten Potenz? 
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Denkt ,t mau Bich auf der Strecke noch einen dritten Punkt Z 
angenommen^ bo ist die Wahrscheinlichkeit, daß er zwischen X und 
r&lle: 

3)(«) 
'■ a 

Nun kann p auf kombinatonschem Wege gefunden werden. Die drei 
Punkte können mit gleichem Grade der Möglichkeit eine der folgen- 
den Anordnungen zeigen: 

ZrZ, XZY, YXZ, YZX, ZXY, ZYX-, 

nor zwei dayon^ die zweite und vierte, sind dem bezeichneten Er- 
eignis günstig, seine Wahrscheinlichkeit ist daher p » — • Daraus 
folgt 

5)(s)=J-a. 

Um den Mittelwert Yon $" zu finden, denke man sich nach X, Y 
noch n weitere Punkte angenommen; die Wahrscheinlichkeit, daß sie 
simtlich zwischen X und Y fallen, ist 

Sie kann aber auch direkt bestimmt werden. Jeder von den n -f- 2 
Punkten kann bei einer bestimmten Zählungsrichtung der erste sein; 

2 

daß es X oder Y sei, hat die Wahrscheinlichkeit — r-s ; ist eines von 

^ n + 2' 

beiden eingetroffen, so ist die Wahrscheinlichkeit, daß der andere 

Punkt (IT oder X) unter den übrigen der letzte sei, - ^ • Hiemach 

ist auch 

2 

folglich 

^ ^ (n + 2) (n + 1) 

58. Bnter Ctaits Aber Mittelwerte. ,,Es seien A und B 
zwei einander ausschließende Gebiete gleicher Dimensionszahl; S sei 
eine Größe, deren Wert von zwei willkürlich angenommenen Punkten 
X, Y abhangt; femer bedeute 

/i den Mittelwert von S, wenn ein Punkt in Ä, der andere in B 
angenommen wird; 
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fiA den Mittelwert, wenn beide Punkte in -4, » 

fiB den Mittelwert, wenn beide Punkte in B, 
fi' den Mittelwert, wenn beide Punkte ohne Wahl im Gesamt- 
gebiete Ä + B angenommen werden. Dann besteht die Beziehung: 

(A + J5) V = Ä^iiA + B'iiB + 2ABii ." 

Man denke sich in der Gesamtheit der Punktepaare in. Ä + B 
zu jedem das zugehörige 5; dann zerfällt die Summe 2 aller S in 
folgende Bestandteile: in Za, das sich auf Punktepaare in J.; in Usy 
das sich auf Punktepaare in B bezieht; endlich in die einander 
gleichen Summen Uab und Zba, welche den Fällen entsprechen, wo 
X in A, Y in B und umgekehrt liegt. Hiemach ist also 

2:=Za + 2:3 + 22:^3', 

nun ist aber 

{Ä+W '^ '* ' X' "" ^^' B* ^ ^^' 'AB "^ ^' 
folglich in der Tat 

{A + Byfi'== A^iiA + B'^B + 2ABfi . 

59. Zweiter Sati Aber Mittelwerte. „Sind A, B, C drei 
einander ausschließende Gebiete in einer Ebene (Linie oder Fläche) 
von solcher Beschaffenheit, daß keine Gerade alle drei zugleich 
schneidet; nimmt man in denselben die Punkte X, Y, Z willkürlich 
an, so ist die mittlere Fläche des Dreiecks XYZ gleich der Fläche 
des Dreiecks der Schwerpunkte von A, B, C" 

Der Beweis dieses Satzes beruht auf der Tatsache, daß die mitt- 
lere Entfernung des Punktes eines ebenen Gebiets von einer in der- 
selben Ebene gelegenen, das Gebiet nicht schneidenden Geraden gleich 
ist der Entfernung seines Schwerpunktes yon dieser Geraden. 

Daraus ergibt sich, daß der Mittelwert aller Dreiecke XYZ 
mit festem Y, Z durch das Dreieck 31 FZ dargestellt wird, wenn Ä 
den Schwerpunkt von A bedeutet; weiter ist der Mittelwert aller 
Dreiecke 31 FZ mit festem Z durch das Dreieck S199Z bestimmt, 
wenn 93 der Schwerpunkt von B ist; endlich ist 3(93S der Mittel- 
wert der Dreiecke SIS3Z, also zugleich aller Dreiecke XYZ, wenn S 
den Schwerpunkt von C bedeutet. 

60. Beispiel XXXVl. In der Flädie eifies gegebenen Dreiecks 
ABC werden zwei Punkte X, F beliebig angenommen; welches ist die 
mitüere Flädie des Dreiecks XYC? 
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Teilt man das Dreieck durch die Mittellinie CD, Fig. 1, in zwei 
gleiche Dreiecke, so ist die mittlere Fläche von XYC für den FaU, 
daß in jede ffilffce einer der Punkte X, Y fällt, gleich dem Dreieck 
welches die Schwerpunkte von ADC, DBC mit G 
Terbindet; dieses Dreieck hat aber, weil seine Basis 

1 2 

~ Ton AB und seine Höhe -z der Höhe von ABC 

S o 

is^ die Flache \ ABC = 4 ^• 

Nun kann der Satz in Nr. 57 zur Anwendung 
gebracht werden, indem man 

A + B^J, A=^B^\j, 

setzt nnd beachtet, daß /tt^ » ^^ » \^ fi' ist, weil ein Dreieck XYC 

in ADC oder in DBC die halbe mittlere Fläche hat von derjenigen, 
weldfaie einem solchen Dreieck in ABC zukommt; mithin ist 

woraus der gesuchte Mittelwert 

'^ ^ 2 7 ^ 

folgt 

81. Beispiel XZXVH. In einem Dreieck ABC werden drei 
Funkte X, Y, Z bdiebig angenommen; es ist die Wahrscheiniichkeit 
JN hesHmmen, daß sie mit der Ecke C ein konvexes Viereck ergeben. 

Die Punkte ergeben ein nichtkonvexes Viereck, wenn z. B. der 
Punkt Z in das Dreieck XYC zu liegen kommt; die Wahrschein- 
lichkeit hierfiör ist, wenn /tt' den Mittelwert von XYC und A die 

Flache von ABC bezeichnet, ^, d.i. — • 

Da nun auch Y in das Dreieck ZXC oder X in das Dreieck 
TZC fallen kann, so ist die totale Wahrscheinlichkeit eines nicht- 

4 . 6 

konrexen Vierecks — , folglich die Wahrscheinlichkeit eines konvexen y • 



Beispiel juulvuI. In einem Halbkreise vom Halhnesser a 
werden ewei Punkte X, Y beliebig angenommen und mit einem End- 
punkte des begrenzenden Durchmessers eu einem Dreieck verbunden; es 
ist die müdere Iläche dieses Dreiecks zu bestimmen. 

Bestimmt man die Punkte X, Y durch ihre Polarkoordinaten 
r, tpj beziehungsweise r\ q>' in bezug auf den dritten Eckpunkt A 
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des Dreiecks, Fig. 8^ als Pol und den Durchmesser ^j? als Polarachse, 
80 ist das Element der Ebene bei X durch rdrdq>j bei Y durch 
rdrdq>' bestimmt, und die Menge der Dreiecke, deren Ecken X, Y 
in diese Elemente fallen, durch rdrdq>rdr' dq>' gemessen; da jedes 

solche Dreieck mit der Fläche ^ rr sin {q>' — q>) in Rechnung zu 

stellen ist, so hat man 



f fjj^^^'^ siii (9' — 9) d^ ^^' ^9 ^9' 



(1) 



als Ausdruck für die Summe aller Dreiecksflächen, wenn die 
Integration so geftlhrt wird, daß q>' > q> ist Nach Vollziehung der 
auf r, / bezüglichen Integrationen, deren Gb^nzen 
0,2a cos (fy respektive 0,2aco8(p' sind, geht dies 
^^ -\ über in 




Flg. 8. 



64a 
9 



-J dq>jcos^ q> cos* (p' sin (q>' — q>) dq> 



7t 
1 



«— — ^W cos'9)'sin<p'rf<p^|co8*<pd<p — /co8*9)'rf<p'/cos*9)sin9?rf9)| ; 
00 

wendet man auf das erste Integral die Transformation^) 

a X a X 

fdxff(x, y) dy =-fdxff{a -y, a-x)dy 
00 00 

an, so verwandelt es sich in das Integral 







A 



ft 



Flg. 9. 



1) Das Jntegialfdxffix, y)dy erstreckt sich 


über das gleichschenklige Dreieck OAO^^ Fig. 9; 
geht man von dem Koordinatensystem XOY za dem 
System X^ 0^ Y^ über, so lauten die Transfoimations- 
gleichongen :• 

x^a — y^, ym:^a--x^, 

und das transformierte Integral ist 



Jdx^ff{a--y^, a-'X^)dy^. 
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n n 



das zweite Integral hingegen ist gleich 



iemnach hat (1) den Wert 

Ä Ä ;t 

S I 9 

pri I fi^^ ^' ^^' + , A^®* ^' ^^' "" X^^* ^' ^^' 1 ^ f^ * 



Da die Menge der Dreiecke, übereinstimmend mit der Menge der 
Ponkiepaare in der Halbkreisfläche, durch (^y/ g^mosBen wird, so 
ist die yerlangte mittlere Flache 

68. Britter Sati Aber Mittelwerte. ,,Ist ^ der Mittelwert 
einer Große S, welche yon n in dem ebenen Gebiete A beliebig an- 
genommenen Punkten abhängt, \i^ der Mittelwert derselben Große 
für den Fall, daß einer der Punkte an der Begrenzung von A an- 
genommen wird; ändert man femer A um den differentiellen Betrag 
dA und bezeichnet die Änderung von /it mit d\ij so besteht zwischen 
diesen Größen die Di£ferentialgleichung 

Adyi^ =• w(/tti — ii)dA.'^ 

Alle Größen S, welche zu Punktsystemen in dem erweiterten Ge- 
biete A + dA gehören, ergeben die Summe 

(ji + dti)(A + dA)\ (1) 

d. i. das Produkt aus ihrem Mittelwerte mit der Menge der Punkt- 
systeme. 

Die Summe zerfällt in die Summe solcher 8, welche zu Punkt- 
systemen in A gehören, — diese Summe betrl^ 

t^A", (2) 

— und in die Summe solcher S, welche zu Punktsystemen gehören, 
die aus n — 1 Punkten in A und einem Punkt in dA bestehen, — 
diese Summe beträgt 

Ciuber, Wahncheinllohkeittreohnang. L S. AafL 7 
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nii,Ä''''dÄ. (3) 

Bleibt man bei GröBen yon der Ordnung dA stehen, so ist damit die 
Summe aller 8 erschöpft; denn Punktsysteme, in welchen mehr als 
ein Punkt auf dÄ entföUt, führen zu Gliedern höherer Ordnung in 
bezug auf dA. 

Entwickelt man auch den Ausdruck (1) bis auf Glieder der 
ersten Ordnung und setzt ihn dann der Summe der Ausdrücke (2) 
und (3) gleich, so ei^bt sich: 

fi^" + A'^dfi + niiA^'^dA — ^lA" + nfi^A'^-^dA, m 

woraus nach entsprechender Reduktion 

Ad^ =- n(^i — ^)dA 

folgt. 

Mittels dieser Gleichung kann aus bekanntem [i^, dessen Be- 
stimmung sich mitunter einfeu^her gestaltet als die direkte Berechnung 
von [i, dieses letztere ermittelt werden. Durch eine zweckmäßige 

Wahl von dA, welche die Angabe des Verhältniswertes ^ zulaßt, 

kann imter Umstanden die Integration erspart werden. 

Zur Erläuterung diene die folgende, in Nr. 57 bereits gelöste 
Aufgabe: Auf einer geraden Strecke yon der Länge a werden zwei 
Punkte X, Y willkürlich angenommen; es ist der Mittelwert ft der 
n-ten Potenz yon XY^s zu bestimmen. — Läßt man X mit einem 
Endpunkt der Strecke zusammenfallen, so wird [i^ der Mittelwert der 
n-ten Potenz des Abstandes yon Y von jenem Endpunkt; die Wahr- 
scheinlichkeit, daß n weitere Punkte innerhalb dieses Abstandes zu 

liegen kommen, ist einerseits ^, andererseits gleichbedeutend mit der 
Wahrscheinlichkeit, daß Y unter w + 1 Punkten der letzte sei; folg- 
lich ist — =» — TT f woraus ii, — — rr • Läßt man nun a um da 
ß« n + l' *^* n + l 

wachsen, so ergibt sich zur Bestimmung von ^ die Differential- 
gleichung 

welche sich auf die Normalform der linearen Gleichung: 









du 
da 


+I-- 


« + i 


bringen 


läßt; 


ihr 


allgemeines 


Integral 


ist 
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und jda fi mit a zugleich verschwindet, so ist endgültig 

2a" 

'*■" (n+l)(n+2)" 

64. Das Tierpiinktproblem. In einer gegebenen ebenen Figur 
werden vier Punkte bdid>ig angenommen; wie groß ist die Wahrschein- 
UdJceii, daß sie sich eu einem konvexen Viereck verbinden hissen? 

Die Aufgabe kommt auf die folgende zurück: Nachdem drei 
Punkte angenommen worden, die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, 
daß der vierte Punkt in das durch sie bestimmte Dreieck falle, wo- 
durch ein nichftonvexes Viereck zustande kommt. Diese Wahrschein- 
lichkeit ist aber gleich der mittleren Fläche ft des durch die drei 
Punkte bestimmten Dreiecks, dividiert durch die Flache F der Figur. 
Und da jeder der vier Punkte als der letzte gelten kann, so ist die 
totale Wahrscheinlichkeit, daß einer von den vier Punkten in das 

Dreieck aus den drei andern falle, gleich -^, folglich die Wahr- 
scheinlichkeit eines konvexen Vierecks: 

i>=l- /• 

Die Schwierigkeit der Lösung des Problems in besonderen Fällen 
liegt also in der Bestimmung von ft. 

Die vorstehende Aufgabe wird^) als die erste bezeichnet, welche 
seit Buffons Nadelproblem auf dem Gebiete der geometrischen Wahr- 
scheinlichkeit gestellt worden ist; ihr Urheber ist J. J. Sylvester. 

Spezielle Fälle des Vierpunktproblems, betreffend das Dreieck, 
das Parallelogramm, das reguläre Sechseck und den Kreis, sind von 
Woolhouse*) und von Crofton*) behandelt worden. Daß die Wahr- 
scheinlichkeit p für den Kreis unter allen konvexen Figuren am 
größten ist, hat der letztere bewiesen; für das Dreieck dürfte sie am 
kleinsten sein. 

In den beiden folgenden Nummern legen wir eine Lösung für 
das Dreieck und den Kreis vor. 

65. Beispiel nnniJfc. Das Vierpufdctpröblem für das Dreieck 
9u Visen, 

Es sei S193S, Fig. 10, das gegebene Dreieck; seine Seiten mögen 
mit a, by c bezeichnet werden. 



1) M. W. Crofton, Probability. Encycl. Brit., 9. edit (1886), XIX, Art. 69ff. 

2) Educational Times 1867. 3) 1. c. 

7* 
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Um den Mittelwert ft eines beliebigen Dreiecks XYZ innerhalb 
9(93S zu finden, gehen wir von der spezielleren Aufgabe aus, den 
Mittelwert [i^ eines Dreiecks X YZ zu suchen, dessen 
^ eine Ecke, etwa Z, auf dem Umfange yon SISB&, 

z. B. in S(S3 " c liegt. Zerlegt man SIS9S durch 
SZ in die beiden Teile 




^« 

Z so daB ^^a ^ A + B ist, so ergibt sich (i^ hei 

^«•10. dieser Lage von Z mit Hilfe des Satzes in Nr. 58, 

wenn man kennt: 

den Mittelwert eines Dreiecks XYZ in Ä6Z, 

den Mittelwert eines Dreiecks XYZ in SSZ, 

den Mittelwert eines Dreiecks XYZ in «996, wobei Xin «»Z, 

r in S9CZ liegt; nach Nr. 60 ist der erste 27 ^> ^^^ zweite ^ B, der 
dritte nach dem Satze Nr. 59 gleich y (^ -(- B), Mithin hat man zur 
Bestimmung von ^ {Z) die Gleichung: 

Daraus berechnet sich zunächst 

wenn ÄZ=«a; gesetzt wird; demnach ist der Mittelwert von ZXY^ 
wenn alle Lagen von Z auf ÄS berücksichtigt werden, 

c 


also bloß abhängig von der Fläche F des Dreiecks und daher gültig, 
wo auch Z auf dessen Umfange angenommen wird. 

Zur Bestimmung von ^ hat mau nun auf Grund des Satzes in 
Nr. 63 die Differenzialgleichung: 

Fd^L^MF[^F-^i)■, 

denkt man sich die Erweiterung von F um dF so ausgeführt, daß 
das Dreieck dabei sich ähnlich bleibt, so ist 
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dadurch yerwandelt sich obige Gleichung in 



woraus 

" ^ 12 



«.-i.f- 



Nach der aUgemeines Formel der Nr. 64 ist hiemach die Wafir- . 
Bcheinlichkeit eines nichtkonvexen Vierecks y; ^^® eines konvexen \.' - 

y- 0,666... 

66. Baispiel XL. Das Vierpunktprohlem für den Kreis m lösen. 

Wir gehen wieder zunächst darauf aus, die mittlere Fläche /t^ 
eines Dreiecks XYZ zu bestimmen, von welchem ein Eckpunkt, Z, 
auf dem Umfange liegt, Fig. 11. 

Zerl^ man den Ejreis aus Z in die beiden Halbkreise A^ B 

a> r^. so ist der Mittelwert eines Dreiecks ZXY in A oder in B 

IIa' 
nach Nr. 62 gleich Yg— 5 der Mittelwert eines Drei- 
ecks ZXT, das, wie das eingezeichnete, einen Eck- 
punkt in Af den andern in B hat, beträgt auf Ghiind Z\ 

4a* 
des Satees in Nr. 59 -r— . Demnach hat man zur 

Bestimmung Ton ii^ nach Nr. 58 die Gleichung: 

/ «\2 /Äa*\«lla* , /«a*\>lla» , o/3ra*\>4a* 

imd findet daraus 

86 a* 

Die Bestimmung der mittleren Fläche [i eines beliebigen Drei- 
ecks XYZ im Kreise kann nun mit Hilfe der in Nr. 63 entwickelten 
Differentialgleichung erfolgen; diese lautet im vorliegenden Falle: 




na^d[i = Qnada i-^^ /itj, 



wenn man sich den Kreis durch einen Bing von der Breite da er- 
weitert denkt; dann aber ist auch 

na* + 2nada «a* " 2«ada' 
mit Benutzung dieser Relation ergibt sich ohne Integration: 
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^•. *• 86a* 

Hiernach ist die Wahrscheinlichkeit eines nichtkonvexen Vier- 

ecks. im Kreise rTr-«-f di© eines konvexen 1 — ^rr— s = 0,7045 • • •. 
127p" 12«' ' 

• '437. Willkflrliohe Oerade In der Ebene. Der in Nr. 50 ge- 
troffenen Qrnndannahme entsprechend hat man sich die transfinite 
Menge der Geraden in der Ebene^ wenn betreffs ihrer Erzeugung keine 
•besondere Bestimmung getroffen ist, als homogen vorzustellen, d. h. 
bei gegebener Richtung sind alle Lagen^ und bei gegebener Lage 
(Punkt) sind alle Richtungen gleichmäßig vertreten. 

Die Menge der Geraden, die durch einen Punkt gehen und 
zwischen zwei Grenzrichtungen sich befinden, hat das Bogenmaß des 
Winkels dieser Gh*enzrichtungen zum Maße; insbesondere ist durch n 
die Menge aller Geraden durch einen Punkt gemessen.^) 

. Die Menge paralleler Geraden zwischen zwei bestimmten Gh*enz- 
lagen wird durch den Normalabstand dieser Grenzlage gemessen. 

Die Menge der Geraden, deren Abstand von meinem festen Punkte 
zwischen l und l + dl liegt und deren Neigungswinkel (oder auch 
der Neigungswinkel des Lotes) zwischen und + dO variiert, hat 
zum Maße das Produkt dldO. 

Die Menge der Geraden, welche nach Lage und Richtung vor« 

geschriebenen Bedingungen genügen, wird durch das Litegral j jdldO 

bestimmt^ wobei das Integrationsgebiet den Bedingungen entsprechend 
zu begrenzen ist. 

Von besonderer Wichtigkeit ist es, ein Maß für die Menge der 
Geraden zu finden, welche eine geschlossene Kurve schneiden. Von 
der Erwägung ausgehend, daß durch alle Punkte der Ebene gleichr 
viele Geraden hindurchgehen und daß die Menge der Punkte auf einer 
Kurve durch deren Länge gemessen wird, kommt man zu dem Schlüsse, 
daß die Länge L der Kurve auch ein Maß für die Menge der sie 
schneidenden Geraden sei. Dieser Schluß ist aber nur dann statt- 
haft, wenn jede Gerade gleich oft zur Zählung 
kommt, und dies ist der Fall, wenn die Kurv6 
nach außen dwrchaus Iconvex ist, weil dann jede 
Gerade sie zweimal sehneidet und daher zwei- 
mal gezählt wird. 

Nach den vorhin entwickelten Grundsätzen 
wäre die in Rede stehende Menge durch 

iCdldO zu bestimmen. Integriert man bei 

innenliegendem Ursprung 0, Fig. 12, und festem 6 




Fig. 12. 



1) Einer Geraden wird dabei nur eine Richtung zugeschrieben. 
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zuxülchst nach I, so ergibt sich, weil dann aller Werte zwischen 
und 2n fähig ist^ der Ausdruck 

2/K 



fide, 



welcher tatsachlich die Länge der Kurve vorstellt.^) 

Ist die Kurve nicht durchweg konvex^ so tritt an die Stelle 
ihrer Länge die Länge eines sie umspannenden Fadens; denn jede 
Gerade^ welche die ümspannung schneidet, schneidet auch die Kurve, 
und umgekehrt. 

Li^en in einer Ebene zwei konvexe Konturen derart, daß der 
eine (von der Länge L) den andern (von der Länge L') umschließt, 
(K) kommt die Wahrscheinlichkeit, daß eine den äußern Umriß 
schneidende, sonst beliebig gezogene Gerade auch den innern Umriß 

schneide, gleich dem Verhältnis j- ^^^ Längen. Dieser Satz läßt sich 

bei der Lösung von Aufgaben über geometrische Wahrscheinlichkeit 
in mannigfacher Weise verwerten. 

68. Beispiel TTiT, Eine Scheibe mit konvexem Umriß wird auf 
eine Ebene geworfen, die mit äquidistanten Parallelen aberzögen ist; es 
ist die Waihrsdieinlichkeit zu bestimmen, daß die Scheibe eine der Par- 
allelen decke, vorausgesetzt, daß sie vermöge ihrer Form und Größe 
nicht mehrere zugleich decken kann. 

Diese Aui^be kann in die folgende umgewandelt werden: Die 
Scheibe ist von einem Kreis umschlossen, dessen Durchmesser gleicli 
ist dem Abstand 2a der Parallellinien; wie groß ist die Wahrschein- 
lichkeit, daß eine Gerade, welche den Ejreis schneidet, auch den Um- 
fang der Scheibe treflfe? Denn wird die Scheibe in fester Verbindung 
mit dem Kreise auf die besagte Ebene geworfen, so muß eine dei^ 
Parallelen den Kreis schneiden; es handelt sich also nur mehr um 
die Wahrscheinlichkeit, daß sie auch die Scheibe treffe, und diese ist 

r — , wenn L den Umfang der Scheibe bedeutet. 

Diese Lösung des Nadelproblems (Nr. 53) ist hierin als spezieller 
Fall enthalten; denn man kann die Nadel, deren Länge 2c ist, als 
Grenzform einer konvexen Scheibe vom Umfange 4c ansehen; dem- 
nach ist die Wahrscheinlichkeit, daß die auf die Ebene geworfene 

Nadel eine der Parallelen kreuze, p = r — = — . 

' -^ 2na na 

Die vorstehende Aufgabe verdankt ihren Ursprung einem in 

Frankreich unter dem Namen ,jeu du Joint couvert*' geübten Spiele, 

bei welchem eine Münze auf einen durch Fügen in gleichbreite 



1) Cauchy, Compt. wnd. XII (1841), p. 1060 ff. , 
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Streifen zerlegten FuBboden geworfen und darauf gewettet wird, daß 
sie eine Fuge decken werde. Aufgaben ähnlicher Art sind Ton 
Buffon^) zuerst gestellt worden; Verallgemeinerungen derselben hat 
Barbier^) behandelt. 

69. Beispiel XTiTT, Die Wahrscheinlichkeit zu finden, daß eine 
Gerade, welche eine konvexe Kurve L schneidet, auch eine außerhalb 
ihr befindliche konvexe Kurve L schneiden werde. 

Die Lösung erfordert die Bestimmung des Maßes für die Menge 
jener Geraden, welche beide Kurven zugleich schneiden. 

Zu diesem Ende yerzeichne man die inneren und äußeren ge- 
meinsamen Tangenten der Kurven und überlege an der Hand der 

Fig. 13 wie folgt: Die Menge der Geraden, 
welche den konvexen Umriß OPLQO, und 
derjenigen, welche den konvexen Umriß 
OPL'QfO schneiden, ist durch die Summe 
der Umfange beider, also durch die Länge X 
des beide Kurven umspannenden und sich 
p. ^, kreuzenden Bandes gemessen« Unter diesen 

Geraden kommen diejenigen, welche L und 
L' zugleich schneiden, zweimal vor. Vergleicht man die beschriebene 
Menge mit der Mannigfaltigkeit jener Geraden, welche den konvexen 
Umriß LRRL'SSL schneiden, die gemessen wird durch die Länge Y 
des beide Kurven umspannenden und sich nicht kreuzenden Bandes, 
so erkennt man leicht, daß in dieser Mannigfaltigkeit alle Geraden 
der erstbetrachteten Menge auch vorkommen, daß jedoch die L und L' 
zugleich schneidenden darin nur einfach auftreten; daher mißt die 
Differenz 

die Menge dieser letzteren Geraden. 

Da L (darunter die Länge der Kurve verstanden) die Menge der 
Geraden bedeutet, welche die gleichnamige Kurve schneiden, so ist 
die Wahrscheinlichkeit, daß eine willkürliche unter diesen Geraden 
auch L' treflFe, 

Ein einfaches Beispiel hierzu bietet die folgende Aufgabe: Die 
Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, daß eine Gerade, welche die lUb- 
kreislinie ACE (Fig. 14) trifft, auch die supplemeniäre Halbkreis* 
linie ADB schneide. 

Zunächst denke man sich jede der Halbkreislinien durch den 
Durchmesser AOB zu einem konvexen Kontur ergänzt. Man erkennt 
nun leicht, daß 

1) Vgl. hierzu Nr. 48. 2) Journal Liouville, (2) V, 1860. 
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L^na + 2a, X'=^2xa + 4a, F- 23ca 

ist; infolgedessen hat man 

/> 

P ^ 4-^ = 0,7779 . . .. 

Indessen kann die Aufgabe auch mittels des Schluß- -A g ]B 

Satzes Ton Nr. 67 gelöst werden. Die Gerade, die \ 

äCB schneidet, trifft auch und nur dann den "^-^^-''' 

supplementären Halbkreis, wenn sie den Durch- ^** *** 

messer AB schneidet; dieser aber kann als die 

Orenzform eines geschlossenen konvexen Umrisses von der Länge 4a 

innerhalb des ebenfalls konvexen Umrisses ACBOA von der Länge 

9a + 2a betrachtet werden. 

70. Beispiel XTiTTT, JEs ist die Wdhrscheinlickkeit m bestimmeny 
daß etm hdiebige Sekanten eines konvexen geschlossenen Umrisses ein- 
ander innerhalb desselben schneiden. 

Die Länge des Umrisses sei L, die von ihm eingeschlossene 
Fläche heiße F. 

Die auf der erstgezogenen Sekante ausgeschnittene Sehne c kann 
als die Grenzform eines geschlossenen konvexen Umrisses von der 
Länge 2c angesehen werden, der innerhalb des gegebenen liegt; daher 

ist y- die Wahrscheinlichkeit, daß die zweite Sekante diese Sehne, 

also die erste Sekante innerhalb L schneide. Sind 2, die Para* 
meter der ersten Sekante in der in Nr. 67 erkürten Weise, so ist 

--y— die Wahrscheinlichkeit der Sehnenlänge c, folglich 

^dlde 

die zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit, daß bei dieser Lage der 
ersten Sekante ein innerer Schnitt erfolge. Die totale Wahrschein- 
lichkeit eines solchen Schnittes ist also: 

nun bestimmt jcdl, auf alle Sekanten einer bestimmten Bichtung be- 
zogen, die Fläche F, und die noch übrige Litegration nach ist 
zwischen den Grenzen und n vorzunehmen; daher ist endgültig 

Zu einem andern Ausdruck für p gelaugt man, wenn man die 
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mittlere Länge der Sehne c, ^(c) zu Hilfe nimmt; dann ist nämlich 
unmittelbar (Nr. 56) 

« 22)(e) 

Durch Vergleichung beider Resultate ergibt sich die mittlere 
Sehnenlange eines konvexen Konturs von der Länge L und der um- 
schlossenen Fläche F: 

Es ist wohl zu beachten^ daß hier die Sehne als der auf einer 
beliebigen Geraden der Ebene durch die Kurve gebildete Abschnitt 
verstanden wird (Nr. 50). 

Aus diesen allgemeinen Formeln ergibt sich beispielsweise, daß 
zwei beliebige Sekanten eines Quadrates von der Seite a sich mit der 

Wahrscheinlichkeit -r- =« 0,3927 • • • innerhalb des Quadrates schneiden, 

und daß die mittlere Länge der auf den Sekanten ausgeschnittenen 

Sehnen gleichkommt ; daß zwei beliebige Sekanten eines Kreises 

vom Halbmesser a sich mit der Wahrscheinlichkeit - =- 0,5 innen 

schneiden und die mittlere Länge der Sehne betragt. 

71. Da« Bertrandsohe Paradoxon. Unter dieser vermutlich 
von Poincar^^) stammenden Bezeichnung ist ein von Bertrand^ 
aufgestelltes Problem Gegenstand wiederholter Kritik und Unter- 
suchung geworden. Die Fragestellung, wie sie der Urheber formu- 
lierte, lautet: „In einem Kreise wird eine Sehne beliebig gezogen. 
Welches ist die Wahrscheinlichkeit, daß sie größer ist als die Seite 
des eingeschriebenen gleichseitigen Dreiecks?" 

Der Ursprung der Paradoxie, die man glaubte in diesem Problem 
gefunden zu haben, liegt darin, daß man den Begriff einer „beliebigen 
Sehne" verschieden deuten, sie verschiedenen transfiniten Männigfiältig- 
keiten zuzählen kann, je nach der Art, wie man die Sehne erzeugt 
denkt (Nr. 50). Bertrand selbst hat hierüber drei verschiedene An- 
nahmen gemacht und ist jedesmBl, was gar nichts Überraschendes an 
sich hat, zu einem andern Resultat gekommen; er faßt schließlich 
seine Anschauung über die Sache in. die Worte: „Welche unier diesen 
Antworten ist die wahre? Keine von den drei ist falsch, keine ist 
zutreffend, die Frage ist schlecht gestellt.^ 

Von diesen drei Behauptungen ist die mittlere unrichtig; jede 
der Lösungen ist unter der ihr zugrundeliegenden Annahme wahr. 



1) Calc. d. probab., p. 94. 

2) Calc. d. probab., p. 4. 
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Was die Frageetellung betrifft, so verhält es sich mit ihr ebenso wie 
bei alloB Problemen der geometrischen Wahrscheinlichkeit, bei denen 
die „beliebige Annahme^ dieses oder jenes Elements verschiedener 
Anal^pingen fähig ist. 

Bertrands Annahmen sind die folgenden: 1. Es wird ein End- 
punkt der Sehne angenommen, diese dann in beliebiger Richtung ge- 
zogen. 2. Es wird die Richtung der Sehne angenommen, diese dann 
durch einen beliebigen Punkt des. zur Richtung normalen Durch- 
messers geführt. 3. Es wird der Mittelpunkt der Sehne beliebig ge- 
wählt. 

Man kann diese Annahmen vermehren und beispielsweise auch 
80 vorgehen: 4. Nachdem ein Endpunkt angenommen, wird die Sehne 
durch einen beliebigen Punkt der Kreisfläche gezogen. 5. Es werden 
beide Endpunkte beliebig angenommen. 6. Die Sehne wird durch 
zwei in der Kreisfläche beliebig gewählte Punkte geführt usw. 

In allen Fällen wird man aber schließlich an der Grundannahme 
festhalten, das Gebiet, auf das sich die Willkür bezieht, als homogen 
Torauszusetzen. 

Wollte man der Mehrdeutigkeit dadurdh ausweichen, daß man 
iener Auf&ssung vor allen andern den Vorzug gibt, welche der Natur 
der Sache, oder besser gesagt unserer Gewohnheit des Sehnenziehens, 
am besten entspricht, so wäre auch eine Entscheidung hierüber kaum 
zu, treffen; am wenigsten entspricht jedenfalls die Modalität (3). 

Die Losung des Problems gestaltet sich unter den aufgezählten 
Annahmen wie folgt. 

1. Ist einmal der eine Endpunkt angenommen, so denke man 
sich von ihm aus die beiden Sehnen von der Länge der Dreiecksseite 
gezogen; fällt die beliebig angenommene Sehne zwischen diese, so 
ist sie größer als die Dreiecksseite. Da nun das Maß der Gesamtheit 
der Richtungen durch den Punkt ^, das Maß der Gesamtheit der 

günstigen y ist, so ist j) = . 

2. Diese Modalität entspricht der Auffassung der Sehne als Aus- 
schnitt auf einer in der Ebene des Kreises gezogenen Geraden, die 
den Kreis schneidet; schneidet sie auch den konzentrischen Kreis vom^ 
halben Radius, so ist die Sehne, imd nur dann, länger als die Dreiecks- 
seite. Da die Umfange der Kreise (den Radius als Einheit ange- 
nommen) 27C und 7t sind, so ist (Nr. 67) l> = ö • 

3. Fällt der in der Kreisfläche angenommene Punkt in die Fläche 
des konzentrischen Kreises vom halben Radius, so wird die durch ihn 
gezogene kürzeste Sehne länger als die Dreiecksseite. Da die Punkt- 

piengen der beiden Kreisflächen die Inhalte x und -r besitzen, so ist . 
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4. Nachdem der Endpunkt angenommen, ziehe man von ihm aus 
die beiden Sehnen von der Länge der Dreiecksseite. Fallt dann der 
beliebig angenommene Punkt in den zwischen den Sehnen enthaltenen 
Flächenteil ^ so tritt ein günstiger Fall ein. Der Menge x der mög- 

liehen Punkte steht die Menge "ö" + 2 ^®^ günstigen gegenüber; also 

5. Diese Auffassung fällt mit der unter 1. zusammen , weil der 
gleichmäßigen Verteilung der Punkte auf dem Umfang auch eine 
gleichförmige Verteilung der vom angenommenen ersten Endpunkt 
nach ihnen führenden Richtungen entspricht; demnach ist auch hier 

1 

6. Durch den Kreis vom Radius OB •= g-* Fig. 15, zerfällt der 

gegebene Kreis in zwei Gebiete. Fällt 
der erstangenommene Punkt M auf 
das innere Gebiet; wofQr die Wahr- 
scheinlichkeit besteht; so ist die 

Sehne sicher, wie auch der zweite 
Punkt N angenommen werden möge, 
länger als die Dreiecksseite. Fällt der 
erste Punkt M in das äußere Gebiet 
auf einen Kreisring mit den Radien 
OM^x und X + dXy woftlr die Wahr- 

pig[^ ^ scheinlichkeit -^^ — ^«"2a;(2a; besteht, 

so ergibt sich ein günstiger Fall nur 
dann, wenn der zweite Punkt N in eine der Flächen MQBD^ 
MPAC zu liegen kommt. Setzt man also MQBD + MPAC^X, 

so ist 




-i+l/ 



Xxdx. 



i 

2 

Nun ist 



MQB ^OQB + JMOQ - OQB + 2JM0B + zlMOP 

MPA - OPA-^^MOP, 
daher 

X^ 2 (OQB + OPA + 2^M0By, 

mit Benützung des Winkels OMQ » tp und unter Beachtung, di^ß die 
Winkel bei P und Q je 30® betragen, ergibt sich 
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2 8ing)' 2 ain^qp 



und hiennit 



^ " 4 + 7^ J r ^ + iTüT^j 2lE^' 



es ist aber 



/q^cosq 



9<lqp 9 cotgq? 



2 Bin*9 2 ' 

/coa*(pd(p cotg'qp 

4 8in«9 "^ i2~~' 

daher schließlich^) 



n. Abschnitt. Wahrscheinlichkeiten, 
betreffend die Ergebnisse wiederholter Beobachtnngen. 

§ 1. Das Theorem von Bemoolli. 

73. Bntwlckliiiig der Fragestelliiiig. Aus der Verwirklichung 
gewisser allgememer Bedingungen möge mit Notwendigkeit eines der 
Ereignisse E, E herrorgehen; für das Eintreffen des ersten bestehe 
die Wahrscheinlichkeit p, für das zweite die Wahrscheinlichkeit q, 
so daß jp + gr = 1 ist. Die Verwirklichung (Versuch, Beobachtung) 
soll nicht einmal, sondern 5-mal geschehen; jedoch sei ausdrücklich 
vorausgesetzt, daß der Komplex der allgemeinen Bedingungen in dem 
Sinne unveränderlich bleibe, daß die Wahrscheinlichkeiten p, q bei jedem 
Versuche dieselben Werte besitzen. Das einfachste Schema für diesen 
Sachverhalt kann in wiederholten Ziehungen einer Kugel aus einer 
Urne erblickt werden, welche weiße und schwarze Kugeln in be- 
stimmtem Mengenverhältnis enthält; die gezogene Kugel wird jedes- 

1) Man vergleiche zn diesem Problem: H. Poincar^, Calc. d. probab., p. 
94—96 und 98; R. de Monteasus et G. Lechalas, Un paradoxe du calc. d. 
probab. Nouv. Ajin. IV (8), 1903, p. 21—31, 343—348; E. Cesäro, Considera- 
zioni 8ul concetto di probab., Periodico di matemat. VI (1891), p. 1 — 18, 49—62. 
— R. Lamm eis Dissertation (p. 29—32, 38—39) ist in den bezüglichen Aus- 
führungen unklar und widersprechend; das dort für die Modalität 6 angegebene 

Resultat p = ^71» — '— = 0-622 • • • ist unrichtig. 
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mal zurückgelegt und unter die andern gemengt, ehe der nächste Zug 
geschieht; das Erscheinen einer weißen Kugel gelte als Ereignis E, 
das einer schwarzen als Ereignis E. 

Wenn man bloß die Wiederholungszahlen der Ereignisse E, E 
in Betracht zieht und von ihrer Reihenfolge, falls sie überhaupt fest- 
stellbar wäre, absieht, so sind 5 + 1 verschiedene Gesamterfolge der 
s Beobachtungen möglich. Es kann 



das Ereignis E 5- mal, 


das Ereignis E gar nicht^ 


}} ft 79 ^ ^ 97 


„ „ Imal 


9- 97 97 ^ ^ 7; 


7J j; w ^ V 



das Ereignis E gar nicht, das Ereignis E 5-mal 

eintreten. Die Wahrscheinlichkeiten dieser Kombinationen sind durch 
die aufeinander folgenden Glieder der nach fallenden Potenzen yon p 
geordneten Entwicklung von 

(i> + qy 

bestimmt (s. Nr. 39); insbesondere stellt das Glied 

8\ 



min! 



pmgn (m + »sr«) Q\ 



die Wahrscheinlichkeit 993 {E^E*) dar, daß der Gesamterfolg in der 
m-maligen Wiederholung von E und der n-maligen Wiederholung 
E bestehen werde oder, falls er schon vorliegt, bestehe. 

Es mag hervorgehoben werden, daß diese Wahrscheinlichkeits- 
messung für einen Gesamterfolg geradeso wie die Wahrscheinlichkeits- 
bestimmung für den einzelnen Versuch lediglich auf der Wahrschein- 
Hchkeitsdefinition beruht und demgemäß folgenden Sinn hat: In dem 
Gesamtumfang der Ausführungsmöglichkeiten der s Versuche machen 
diejenigen, welche mit Notwendigkeit zu dem in Rede stehenden Ge- 
samterfolg hinführen, einen Teil aus, dessen Verhältnis zum Ganzen 
durch die Zahl (1) bestimmt ist. 

Hinsichtlich der möglichen Erfolge der s Versuche sind nun zwei 
Fragen von besonderer Bedeutung: Welcher unter den Erfolgen ist 
der wahrscheinlichste? Welche Wahrscheinlichkeit besteht dafür, daß 
sich ein Erfolg einstellen werde, der von dem wahrscheinlichsten nicht 
mehr als innerhalb vorgegebener Grenzen abweicht? 

Der Sinn des Wortes „Abweichung'' ist hier der folgende: Sind 
m', n die Wiederholungszahlen von E und E in der wahrscheinlichsten 
Kombination, so weist eine Kombination mit den Wiederholungs- 
zahlen m, n die Abweichung w — m' = — (n — n) auf; um so viel 
übertriflFt (wenn w — w'>0) die Wiederholungszahl von E in der 
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letzteren Kombination jene in der wahrscheinlichsten Kombination, 
oder mn so viel bleibt sie hinter ihr zurück (wenn m — w' < 0). 

Die Beantwortung der aufgestellten Fragen bietet keine prin- 
zipiellen Schwierigkeiten dar. Die erste erfordert die Feststellung des 
größten Gliedes in der Entwicklung von (j> + q)*] die Exponenten 
von Pf q in. diesem Öliede kennzeichnen die wahrscheinlichste Kombi- 
nation, der Wert des Gliedes selbst gibt ihre Wahrscheinlichkeit Um 
die zweite Frage zu beantworten, hat man jene Glieder der Entwick- 
lung auszurechnen, welche Abweichungen innerhalb der vorgezeichneten 
Ghrenzen aufweisen; ihre Summe gibt die Wahrscheinlichkeit, daß diese 
Grenzen nicht überschritten werden. 

Ist s eine nur mäßige Zahl und sind auch p, q durch einfache, 
d. h. mit wenigen Ziffern darstellbare Zahlen ausgedrückt, so verur- 
sacht die Ausführung dieser Itechnungen keine große Mühe. Wir 
wollen zwei Beispiele in dieser Art erledigen, um daran einige Wahr- 
nehmungen zu knüpfen. 

Aus einer Urne, welche zwei weiße und eine schwarze Kugel 
enthält, mögen 6 Ziehungen vorgenommen werden. 

Die Entwicklung 

^W^ 192240160^12^ 1 
""729"^ 729 "■ 729 "^ 729 "^ 729 "■ 729 "'729 

zeigt, daß die Kombination, welche 4 weiße und 2 schwarze Kugeln 
umfaßt, unter allen die wahrscheinlichste ist; auf die Frage nach der 
Wahrscheinlichkeit, daß die Wiederholungszahl der weißen Kugel 
nicht über 5 und nicht unter 3 falle, die Abweichung von der wahr- 
scheinlichsten Wiederholungszahl also nicht mehr als 1 nach auf- oder 
abwärts betrage, gibt sie die Antwort: 

192 240 160 692 
729 "^ 729 "*" 729 "" 729* 

Aus derselben Urne sollen doppelt so viel, das sind 12 Ziehungen 
vorgenommen werden. 

2 

Die 13 Glieder der nach fallenden Potenzen von y geordneten 

Entwicklung von f — -f- yj sind Brüche mit dem Nenner 531441 
und den Zählern: 

4096, 24576, 67584, 112640, 126720, 101376, 59136, 25344, 
7920, 1760, 264, 24, 1. 

Daraus ist zu entnehmen, daß die Kombination von 8 weißen und 
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4 schwarzen Kugeln die wahrscheinlichste ist; daß ferner die Wahr- 
scheinlichkeit; weiß werde nicht öfter ab lOmal und nicht seltener 
als 6 mal sich einstellen, gleich ist 

67684 112640 , 126720 101876 69136 467466 



681441 ' 631441 ' 681441 ' 681441 ' 631441 681441 

An diesen Beispielen sei folgendes hervorgehoben. 
Bei 6 Versuchen hat die wahrscheinlichste Kombination die Wahr- 
scheinlichkeit: 

?S- 0,3030..., 

bei 12 Versuchen — die übrigen Umstände blieben unverändert — die 
Wahrscheinlichkeit : 

126720 ^ ^QQ^ 
681441 = ^'2380...; 

diese Wahrscheinlichkeit hat sich mit der wachsenden Anzahl der 
Versuche vermindert. Diese Erscheinung kann nicht überraschen, 
wenn man beachtet; daß mit der Anzahl der Versuche auch die Menge 
der möglichen Erfolge wächst. 

Für die Grenzen 5, 3 der Wiederholungszahl weißer Kugeln ergab 
sich bei 6 Versuchen die Wahrscheinlichkeit: 

729 ' ' 

für die Grenzen 10, 6 bei 12 Versuchen die Wahrscheinlichkeit: 

467466 



681441 



= 0,8796 . 



Das Verhältnis der Grenzen zur Gesamtzahl der Versuche ist beidemal 

dasselbe, nämlich -^ = 7^ und -r- «= t^ , die Wahrscheinlichkeit der 

NichtÜberschreitung dieser Grenzen fiel das zweite Mal größer aus. 

Die Reihe der Wahrscheinlichkeiten ist asymmetrisch, nach der 
Seite des Ereignisses mit der größeren Wahrscheinlichkeit kürzer und 
aus größeren Zahlen bestehend. Sie würde symmetrisch ausfallen, 

1 
wenn l> = 2 = y wäre. 

Bei sehr großen Werten von s und weiteren Grenzen der Ab- 
weichung wird die direkte Erledigung der gestellten Fragen wegen 
der Weitläufigkeit und Umständlichkeit der erforderlichen Rechnungen 
physisch undurchführbar. Für solche Fälle sind seit der Zeit, da 
Jakob BernouUi diese Untersuchungen in Angriff genommen^), 



1) Ars conjectandi, pars quarta, p. 210—289 (Ostwalds Klassiker Nr. 108, 
71—107). 
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NShenmgsmeihoden au^ebildet worden^ um welche sich insbesondere 
A. de Moiyre*), J. Stirling*), C. Maclaurin«), L. Euler*) und 
P. S. Laplace^) yerdient gemacht haben. Mit der Entwicklung dieser 
Analyse und ihrer Anwendung auf yerschiedene Probleme bescluLftigen 
sich die folgenden Nummern. 

78. Waltrschelnllchstes Ergebnis einer ▼ersnchsreilie. 
Seine Ermittlung ist gleichbedeutend mit der Aufsuchung des größten 

Gliedes der Entwicklung von (jp + q)\ Ist — y— jjp"'2" dieses Glied, so. 

steht es mit dem vorangehenden und nachfolgenden in der Beziehung: 

(m + l)I(n — 1)!-^ ^ ^m!n!-^ ^ ^(m — l)!(n + 1)1^ ^ ' : 

woraus einerseits 

^+i 3 >^ 1 
n p ^ -^ ' . • . 

andererseits 

m q 
folgt; eliminiert man hieraus n und q mittels der Gleichungen m + 1» -» ^ 
und 1> + J — 1; so ergeben sich für m die Grenzen: 

sp — q<ni<8p+p. (1) 

Da das Intervall dieser Grenzen 1 beträgt, so ist durch sie, sofern 
sie nicht ganze Zahlen sind, m als ganze Zahl eindeutig bestimmt. 
Ist hingegen sp — q und infolgedessen auch sp +p eine ganze Zahl, 
so ergeben sich zwei um eine Einheit verschiedene Werte von m, die 
Entwicklung hat etoei gleiche Glieder, welche größer sind als alle 
fibrigen. 

Wie dem auch sei, der Quotient - unterscheidet sich höchstens 

um — von p und ebenso der Quotient — höchstens um von q; 
ist sp eine ganze Zahl, dann ist m ^ sp die der Relation (1) ent- 
sprechende Zahl und — dann genau gleich p, ebenso — genau 
gleich q. 

Unter aUen Ergebnissen, die in s Versuchen möglich sind, ist hier-, 
nach dasjenige am wahrscheinlicksten,^in welchem das Verhältnis m:n 
der Wiederholungsjsahlen von E und E detn Verhältnis p:q der Währ- 
scheinlicfikeiten gleich oder am nächsten ist. 

1) Doctrine of chances (S. Aufl. 1756), p. 243—264; Miscellanea analytica 
(1780), Supplem. 

2) MethoduB differentialis (1780). 8) Treatise of Floxions (1742). 

4) Institutiones calcoli diffeientialis (1755). 

5) Theorie analjt. d. probab. (1812), chap. lU. 

Osnber, Wahrsoheinliohkeitereohnnng. L S. AofL 8 
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Die weiter folgende Analyse laBt es zu^ 

zn setzen und daher das größte Glied in der Form 



^o-(^fi.^l'-ä- (2) 

auch dann zn schreiben^ wenn spj sq nicht ganze Zahlen sein sollten. 
Znr Erläuterung dienen die folgenden Zahlenbeispiele. Aus einer 
Urne mit 3 weißen und 2 schwarzen Engeln werden 400; beziehungs- 
weise 623; 624 Ziehungen gemacht; welches ist in jedem dieser drei 
Fälle das wahrscheinlichste Resultat? 

Q 

Die Wahrscheinlichkeit einer weißen Kugel ist |> >-> -r- , die einer 

schwarzen 3 =* -r- • 

Bei s » 400 ist sp — 240, sq » 160; und da dies ganze Zahlen 
sind; so besteht die wahrscheinlichste Kombination aus 240 weißen 
und 160 schwarzen Kugeln. 

In dem Falle ^ = 623 sind 373y; 374y die Grenzen des m 

einschließenden Intervalls; daher ist m — 374, n --= 249. 

In dem Falle s »624 findet man 374; 375 als Grenzen des 
InterraUs für m; man darf daher ebensowohl m — 374; n *-» 250 wie 
m — 375; n — 249 setzen. 

74. N&hemngsweise Darstelimig des grSBten CHiedes. 
Ist s eine große Zahl; so darf man die in dem maximalen Gliede Tq 
auftretenden Faktoriellen mittels der Stirlingschen Formel aus- 
drücken; darnach ist 

5!-s ««-'1/2^ 
(8p)\^{8pf'^'^e-'py2i 
(52)!-(5gf^^-"'Y2^; 
daraus ergibt sich für den Binomialkoeffizienten . .. , v. der an- 



genäherte Wert 



(sp)\ («3)1 



p ^ q * y^ns 



und für das größte Glied der angenäherte Wert: 



^''ylihl' ^^^ 
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Bei demselben p, q nimmt also die Wahrscheinlichkeit der wahr- 
seheinlichsten Kombination mit wachsender Versuohszahl; und swar 
im Verhältnis ihrer reziproken Quadratwurzel^ ab. Bei gegebenem s 

hat jPq den kleinsten Wert, wenn |) — j — - ist 

Daß bei 1000 Würfen mit einer Münze gleich oft Wappen und 
Schrift sich einstelle^ hat die Wahrscheinlichkeit 

^^-0,025231; 

daB in 1000 Ziehungen aus einer üme mit 4 weißen und 1 schwarzen 
Engel 800 weiße und 200 schwarze Kugeln erscheinen^ ist mit der 
Wahrscheinlichkeit 

^zL= « 0,031539 

1/820« 

SU erwarten« 

ITm zu zeigen, daß die Formel (3) auch schon bei mäßigem 3 
ziemliche Annäherung gibt, benutzen wir die beiden Beispiele in Nr. 72. 

Dort war jp — y , « = y 

und für 5 - 6 der strenge Wert von To - 0,3030, 

der angenäherte ist 0,3455; 

für 5 - 12 der strenge Wert von To - 0,2380, 

der angenäherte ist 0,2443. 

Welche Näherung sie bei großem s liefert^ soll an dem Falle s»- 1200 
durch Nebeneinanderstellung der strengen und der Näherungsrechnung 
dargetan werden; die linksstehende Rechnung ist mit Hilfe der in der 
Fußnote zu Nr. 11 an zweiter Stelle erwähnten Logarithmentafel der 
Fakultäten geführt. 



800 ! 4ÖÖ1 8"<>« ' ö y4800« 

log 12001 = 3175,802827 log 4800 = 3,681241 

log 800! - 1976,887084 log ä « 0,497150 

log 400!= 868,806414 4,178391 

2,089196 
log 3 = 0,477121 



330,109329 




800 log 2 = 240,823997 




570,933326 




1200 log 3 - 572,545506 




logTo - 0,387820- 


-2 


To - 0,024424 





log To- 0,387925-2 
r, - 0,024430 
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7B. N&heningsweise DarsteUmig eines Olledes, das von 
dem maximalen eine Abweichung von der Ordnung Ya auf- 
weist. Dasjenige Glied, welches dem größten Gliede vorangehend 
von diesem durch l —\ Glieder getrennt ist, hat den Ansdmck: 

das hierzu symmetrisch angeordnete Glied lautet: 

Um für das erstgedachte Glied unter der Voraussetzung, daß l 
eine Zahl von der Größenordnung ]/$ sei, und unter Vernachlässigtilig 
Yon Größen von der Ordnung aufwärts einen Näherungswert zu 

erhalten, drücke man zunächst die Fakultäten mit Hilfe der Stirling- 
sehen Formel aus; dabei benütze man die Umformung 

und ähnlich bei {sq — T)\, Dadurch ergibt sich ftir Ti der Ausdruck: 






y^nspq 

Nun ist mit der oben angegebenen Approximation der natürliche 
Logarithmus 

isp isp ^ 6»*p* ^ ' 



^ i^JL^l' ^! 

^ 28q 28q 6«*g* ' 

die Summe dieser Logarithmen reduziert sich auf 

ip-q) l l' ,11 /'_!... 

28pq ^spq ' 6«*p* e«'^' "T * ' * > 

das Produkt der beiden Elammerfaktoren von Ti kann also durch 
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(P'9 )i ^ + J! ?!_ + . 



e 



%tpq i9pq 6j*j:i» 6*"9* 



Öder durch 



p 



ersetzt werden. 
Hiernach ist 



/» 



daraus ergibt sich ohne weitere Rechnung: 



' 1/2^^7]^ V^ 2*P2 ^6«V 6*V^ /' 



P 



Der gemeinsame Faktor beider Ausdrücke ist eine gerade Funktion 
Ton 2; der zweite Faktor führt die Asymmetrie herbei; ist j? > $, so 
ist T,>T.,. 

Wird die Summe der beiden Wahrscheinlichkeiten T/, T_, ge- 
nommen, so ergibt sich die Wahrscheinlichkeit, daß die Abweichung 
xuudi auf- oder abwärts { betrage, und diese ist 

_ p 

y2n8pq 

Sofern man also Glieder der Entwicklung zusammenfaßt, welche 
in bezug auf das größte Glied symmetrisch angeordnet sind, darf man 
innerhalb der angegebenen Grenzen von l und mit der bezeichneten 
Genauigkeit die Werte von Ti durch die gerade Funktion 

r,= '.,e''~^^^ "' (6) 

' y2n8pq 

darstellen. 

Indessen liegt es in der Natur dieser Funktion, in ihrer außer- 
ordentlich raschen Abnahme mit wachsendem rr, daß man sie auch 
über die angegebenen Grenzen hinaus anwenden darf, ohne einen er- 
heblichen Einfluß auf die ziffermäßigen Resultate befürchten zu 
müssen. Es werden für beträchtliche Abweichungen sowohl die 
strengen wie auch die nach dem Gesetze (6) gerechneten Näherungs- 
werte von Ti so außerordentlich klein, daß sie bei Lösimg einer 
praktischen Frage nicht in Betracht kommen. 

Die rasche Abnahme von Tt mag aus dem folgenden Beispiele 
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3 2 

«rsehen werden. Für p«— , g = — ^ $ ^ 2500, in welchem Falle l 

von der Ordnung von 50, also ein mäßiges Vielfache von 50 sein 
darf, ergibt die Rechnung nach (6): 

^0 = -^=-- 0,016287, 
" I/I200» ' ' 

Tjo-V 1« - 0,0020280, 

__16 

T^ = T^e » « 0,000078632, 
^100 =- ^0« * - 0,0000039149, 
^160 -V "*"- 0,00000000019318. 

Die weitere Abnahme erfolgt so rasch, daß T^qq erst an der 93. Stelle 
eine bedeutsame Ziffer hat. 

78. Wahnohelnlichkeit, daB die Abweichmig innerhalb 
gegebener Orensen verbleibe. Die Wahrscheinlichkeit P, daß 
die Wiederholungszahl von E zwischen die Orenzen sp — l und sp + l 
Und entsjprechend dem die Wiederholungszahl von JE zwischen sq — l 
und sq + l falle, mit andern Worten: daß die Abweichung des Erfolges 
von der wahrscheinlichsten Kombination dem Betrage nach l nicht 
überschreite, ist dargestellt durch die Summe 

— « 

Diese Summe läßt sich aber durch folgende Betrachtung auf ein 
Integral, und zwar mit großer Annäherung, zurückfahren. 

Faßt man die Gleichung (6) als Gleichung einer Eurre auf, 
wobei T^ die Ordinate bedeutet, so kann die Fläche zwischen der 
Kurve, der Abszissenachse und den Ordinaten T^ und T_^ näherungs- 
weise mittels der zu den Abszissen ?, ? — 1, ? — - 2, •• — (? — 1) ge- 
hörigen Ordinaten wie folgt ausgedrückt werden: 

ein mit diesem gleichberechtigter Ausdruck lautet^): 

1) Der erste Ausdruck entspricht der Summe der Rechtecke, welche er- 
halten werden, wenn man durch den Endpunkt jeder Ordinate bis an die be- 
nachbarte eine Parallele zu XX' nach rechts zieht; der zweite Ausdruck gibt 
die Summe der Rechtecke, welche durch das Ziehen der Parallelen nach lüik« 
erhalten werden. 
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größere Genauigkeit wird erzielt, wenn man das Mittel beider Summen 
nimmt; denmach kann 



also 



fT,dx - 2fTJx - T,_, + T,_, 4- • • • + T_,_„ + ^^^, 



— / 

gesetzt werden, woraus^) 

1) Diese Foimel, welche wir hier aus einem Falle der einfachen mecha- 
nischen Quadrator gewonnen haben, ist zaerst Ton Laplace (1. c.) mittels der 
£n 1er sehen Snmmenformel abgeleitet worden. Diese löst in aller Strenge das 

/- 1 
analytische Problem, die Samme ^1. durch ein Integral auszudrücken, und 



lautet: 



darin bedeuten T^ T"\ • • • Ableitungen von T nach x und B^^ B,, B^, • • die 
Bernoullischen Zahlen --, ^^^ .-, •••. Beschränkt man sich mit Bücksicht 

auf die Natur der hier Torliegenden Funktion auf das Glied - 7, so ist 

m 

l—i 







,_i -(1-1) / T4-T 



—i 



woraus 





nun ist aber 



—i 

daher 

I i 



wie oben. 
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— f 

folgt 

Setzt man für T,, T^, T«, die Werte der Gleichung (6) gemäß 
ein, so ergibt sich für P die Darstellung: 

p = _ -2_^ / e 2.P9 dx + 4_-=, 



welche noch dadurch vereinfacht werden kann, daß man 

für --=:=.-= die neue Variable t, 
y27pg 

einführt; alsdann wird 



für - — den Buchstaben y 
y2spq 



p^A_^ K-^dt+~L., (7) 



77. FormiiUening des BemonlUBOhen Theorems. Der In- 
halt dessen, was in der gegenwärtigen Literatur unter dem Namen 
des Bernoullischen Theorems geführt wird, hat erst durch Laplace^) 
die endgültige Formulierung erhalten, in der wir das Theorem nun- 
mehr Yorführen. Mau kann es in dem folgenden Satze zusammen- 
fassen: 

yyWenn über 0wei entgegengesetzte Ereignisse E und E, deren 
WahrscheinUckkeiten p und q konstant sind, s Versuche angestellt werden, 
so ist unter allen möglichen Ergebnissen dasjenige am wahrscheinlichsten, 
in welchem das Verhältnis m :n der WiederholungsBohlen von E und E 
dem Verhältnis p:qder Wahrsctieinlichkeiten gleich oder am nächsten isL 

Unter der Voraussetzung, daß die ZaM s der Versuche groß seiy 
drücU sich die Wahrscheinlichkeit dafür, daß die Wiederholungszahl m 
von E zwischen die Grenzen 

3p — yy2spq und sp + yV^spq, (8) 

das Verhältnis — dieser Wiederholungszahl zur Anzahl der Versuche 

oder die relative Häufigkeit des Eintreffens von E also zunschen die 
Grenzen 



1) Theorie analyt., chap. III. 
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P-yV^ und p + r]/'-'^ (9) 



faOe, durd^ 



-rJ' 





.-/• 



e 



e'^dt+ :.=.z (7) 



Y^itspqi 



Um in den Sinn dieses weittragenden Satzes tiefer einzudringen, 
sei zunächst vorgreifend bemerkt, daß der Wert des ersten Gliedes 
auf der rechten Seite von (7) selbst für mäßige Werte von y der 
Einheit sehr nahe ist und schon bei ^ = 4 sich außerordentlich wenig 
ypn ihr unterscheidet; das zweite Olied liefert dann nur Inehr einen 
sehr geringen Beitrag zu P, der unbeschadet der Richtigkeit der 
nachfolgenden Schlüsse yeruachlässigt werden kann. 

Aus den Ansätzen (8) und (9) ergibt sich nun: 

^e einer gegebenen Wahrscheinlichkeit P entsprechenden Grenzen (8) 
der WiederhdlungsssM m erweitern sich mit wachsender Anzahl der Ver- 
sudiey jedoch nur im Verhältnis von V7." 

„Die einer gegebenen Wahrscheinlichheit P entsprechenden Grenzen (9) 

des Verhältnisses -, der relativen Häufigkeit des Auftretens von E, ver- 
engen sidi mit wachsender Anzald der Versudie und können durch 
entsprechende Vergrößerung voti s beliebig eng gemacht werden.'* 

„Es ist möglich, die Zahl s der Versuche so groß zu wählen, daß 
fNOfi mit einer der Einheit beliebig nahen Walirscheinlichkeit erwarten 

darf, es werde die relative Häufigkeit ^ nicht me/tr als intierhalb be- 

lidng eng festgesetzter Grenzen vofi p abtceiclten.'^ 

Es muß ausdrücklich hervorgehoben werden^ daß das Bernoullische 
Theorem nur Wahrscheinlichkeitsaussagen enthält und daher nur die 
Erwartungsbildung regelt^ daß es also, wie jeder Satz der Wahrschein- 
lichkeitstheorie, über das wirkliche Geschehen keinen Aufschluß gibt. 
Weaui also mit einer der Einheit noch so nahen Wahrscheinlichkeit 

zu erwarten ist, - werde innerhalb bestimmter enger, p umgebender 

Grenzen &llen, so kann eine wirklich ausgeführte Versuchsreihe doch 

ein Verhältnis ergeben, das weit über jene Grenzen hinausfällt, 

ohne daß hieraus ein W^iderspruch mit unserem Theorem gefolgert 
werden dürfte. 

78. AvafUinmg der BechniingeiL Die Berechnung von P 
bei gegebenem y erfordert die Auswertung des Integrals 

r 
0(» = -4 l'e-^dt, (10) 
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das eine höhere Transzendente vorstellt; die nur mittels unendlicher 
Rechenprozesse darstellbar ist. Auf die verschiedenen Methoden ihrer 
Berechnung soll hier nicht eingegangen werden.^) Wegen ihrer hohen 
praktischen Bedeutung sind Tafeln dieser Funktion berechnet worden; 
eine solche, Tafel I; ist am Schlüsse des Buches mitgeteilt.^ 

Der zweite Teil von P hat bei einigermaßen hohem y und 
großem s einen imtergeordneten Einfluß und wird in manchen der 
neueren Schriften nicht geführt, so daß P durch das Integralglied 
allein ausgedrückt erscheint.') 

Man könnte indessen, um bloß mit der Tafel auszukommen und 
doch den Wert dieses Gliedes zu berücksichtigen, dies durch eine Ab- 
änderung der Integralgrenze zu bewerkstelligen suchen. Es würde 
sich dann darum handeln, an die Stelle der Darstellung 



y^TCSpq 



Vi 



eine andere 



'■'M' 



mit möglichster Wahrung des Wertes zu setzen. Entwickelt man 
den letzten Ausdruck nach Potenzen von B und bleibt bei der ersten 
Potenz stehen, so wird 

i 



P'- « A-'-rf<+2ö;-!^+..., 

Vij y^nspq 



und soll P'='P werden, so ist = -^ zu nehmen.*) Setzt man wieder 

1) Näheres hierüber findet man in des Yerf.s ..Theorie der Beobachtonga- 
fehler"' (1891), p. 115—121. femer bei H. Opitz. Die Kramp-Laplacetche Trans- 
zendente. Osterprogr. 1900 des Eönig^tädt. Kealgymn. zu Berlin. 

2) Die Tafel ist durch sorgfältige Vergleichung der Tafeln von Encke 
(BerL Astron. Jahrb. 1834), Bertrand (Galc. d. probab.), Glaisher (Philos. 
Mag. 42) und De Morgan (Encjcl. Metrop. II. 1845) festgestellt worden. -^ 
Tafeln mit kleinerem Interrall von y findet man bei Kämpfe in Wundts 
Philosoph. Studien 9 (1893); eine solche Tafel ist im Anschlüsse an Tafel I am 
Ende des Buches mitgeteilt. 

2) J. ßertrand. Calc. d. probab. (1889), p. 78 und 83; H. Poincar^. Galc. 
d. probab, (1896). p. 70. 

8) Ygl. J. Eggenberger. Beiträge zur Darstellung des Bemoullischen 
Theorems. Bemer Mitt. 50 (1894) und Zeitschr. f. Math. u. Ph. 45 (1900), p. 43. 
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= -^ Y, Bo ändert sich der Ausdruck des Theorems dahin, daß 



y«»!»« 

P--^^ /«-"(?< 



-hl^ 



die Wahrscheinlichkeit für die Einhaltung der Grenzen 
seitens m nnd der Grenzen 

seitens — bedeutet. 

Handelt es sich darum , zu gegebenem P das zugehörige y zu 
berechnen, so wird man aus Tafel I durch Interpolation die Wurzel 
der Gleichung 

*(y) = P 

bestimmen; es bleibt dann die an dieser Wurzel anzubringende Korrektur 
zu ermitteln, damit auch das zweite Glied von P Berücksichtigung 
finde. In den meisten Fällen wird man sich mit der Wurzel obiger 
Gleichung begnügen können. Der ganze Vorgang wird in der folgen- 
den Nummer an einem besonderen Falle zur Erläuterung kommen. 
79. Wahmohelnliolie Abweiohiing. Diejenigen Grenzen von 

fM, beziehungsweise von - , welchen die Wahrscheinlichkeit P=»-o 

zukommt^ so daß es ebenso wahrscheinlich ist, der zur Beobachtung 
kommende Wert werde zwischen sie fallen als er werde sie überschreiten, 
bezeichnet man als wahrscheinliche Chrenzen, Die HäUte ihres Inter- 
Talls heißt auch wahrscheihlictie Abweidiung. 

Um sie zu finden, hat man jenen Wert von y zu bestimmen, für 

welchen P — «^ ist; er heiße q, so daß 



r-A'^^- 



e-^' 1 



u 
wird. Dann ist 



(fy28pq die wahrscheinliche Abweichung von m (und n), 
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Aus dem Ansatz 



4- 



k('-'-> 



ergibt sich^) 
setzt man sodann 



p, - 0,4769362762; 



80 hat zur Bestimmung von 8 die Gleichung zu dienen: 

entwickelt man das erste Glied der linken Seite nach Potenzen von d 
und bleibt bei der ersten Potenz stehen, so wird 



/n J y% |/2 



1 



daraus aber ergibt sich mit fiücksicht auf die Bedeutung von (»^ und 
darauf, daß 6~^«>* nur sehr wenig verschieden ist von e"^^«"*"*^, 

8 



Hiemach wäre 

p - 0,476936 ^= (11) 

zu setzen; die wahrscheinlichsten Grenzen von m würden 

sp T (0,476936 yTsfq - \) , (12) 

m 
jene von - 

1,t(0,476936)/"^-^) (13) 

sein. Indessen pflegt man den zweiten Teil von p gegenüber dem 

1) Nach der von H. Opitz (1. c.) ausgeführten Neuberechnung, welche in 
den letzten fünf Stellen von älteren Abgaben differiert. — Wegen des häufigen 
Gebrauches setzen wir auch den Logarithmus von p« her; er ist 

* "" log Po = 9,6784687876. 
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ersten zu yemaclilässigen und Qq für q zu nehmen; dann entfällt in 

den beiden letzten Ansätzen das Glied -^y beziehungsweise ^-* 

Um den zifFermäßigen Unterschied dieser zwei Bechnungsweisen 
zu beurteilen, möge die Frage nach der wahrscheinlichen Abweichung 
der Wiederholungszahl m von Wappen in 8 » 4040 Würfen mit einer 
Münze gegenüber der wahrscheinlichsten Zahl 2020, und nach der 

wahrscheinlichen Abweichung des Verhältnisses gegenüber dem 

normalen Werte - auf beide Äxten beantwortet werden. 

Die strenge Rechnung gibt für die erstgedachte Abweichung 

0,4769 V^20 - i = 20,9 . . . , 

also (bei einer geringfügigen Erhöhung von P über — j 21, für die 
Abweichung -^ 

nach der abgekürzten Rechnung erhält man 

21,4> also (bei einer geringfügigen Verminderung von P) 21, 
beziehungsweise 0,053058. 
80. Kittlere Abweiohnng. Unter der mittleren Abweichung 
der Wiederholungszahl m, respektive der relativen Häufigkeit — von 

dem zugehörigen wahrscheinlichsten Werte sp, beziehungweise p, ver- 
steht man die Quadratwurzel aus dem mittleren Quadrat dieser Ab- 
weichung. 

Nach einem in Nr. 55 entwickelten Satze ist der Mittelwert einer 
vom Zufall abhängigen Größe gleich der Summe der Produkte ihrer 
Einzelwerte mit den zugehörigen Wahrscheinlichkeiten. Setzt man 
also m — sp ^ l, so ist 

m = < 

denn — ; — , p^oT ist die Wahrscheinlichkeit, daß sich E m-mal wieder- 

holen, also die Abweichung m — sp einstellen werde. 

Die weitere Entwicklung des obigen Ausdrucks gibt ' 
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nun ist 

yerallgemeinert man diesen Ansatz mittels der Variablen t zu 

und differenziert ihn dann zweimal nach ty so ergeben sich die 
Gleichungen: 



i 

die Substitution ^ « 1 liefert: 



i 






woraus 





2^1^^'^"'^ ^ ^^*(^ - 1) + 



sp 



folgt. Mit diesen Werten der drei Summen erhalt man 

Hiemach ist die mittlere Abweichung der Wiederholungszahl m 
von sp gleich 

V^q (14) 

und, wie eine einfache Überlegung zeigt; 

(15) 



die mittlere Abweichung des Verhältnisses — von p. 
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Würde man das approximative Gesetz der Wahrscheinlichkeit der 
Abweichungen, wie es durch die Gleichung (6), Nr. 75 dargestellt ist, 
zur Berechnung von ^(2*) heranziehen, hierbei l als eine stetige 
Größe behandeln und die Int^ation mit Rücksicht auf die außer- 
ordentlich rasche Abnahme der Exponentialgröße auf das Intervall 
(— cx), oo) ausdehnen, so ergäbe sich: 

^ ^ yinspqJ 

— CO 

setzt man hierin — = <, so wird weiter 

Viipq 



00 



weil der Wert des letzten Integrals (s. Nr. 12) ~ ist. Es ergibt sich 

also auf diesem Wege dasselbe Resultat, zu dem die strenge Rech- 
iiiuig geführt hat. Man kann in diesem Umstände eine Bestätigung 
dafQr erblicken, daß das approximative Gesetz wohl geeignet ist, die 
Wahrscheinlichkeit der Abweichungen auf deren ganzem Gebiete dar- 
zustellen. 

81. lUttelwert der Abweiohnng nnd dnrohBOlinittUohe 
Abweiohiing. unter der ersteren Benennung hat man sinngemäß 
® (l) zu verstehen, wobei l =^ fn — sp ist. Als durchschnittliche Ab- 
weichung hingegen bezeichnet man S)(|{|), also den Mittelwert der 
absoluten Werte von m — sp. 

Für ®(Z) ergibt sich durch eine einfache Rechnung der Wert 
Null; denn es ist 

also nach Nr. 80 

2)(i) = 5i)-si)-0. (16) 

Für S)(|2{) hat man zunächst den folgenden Ansatz: 

ersetzt man in der ersten Summe m — sp durch das gleichwertige 
m^ — np^ so löst sie sich auf in 
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ip 9p 

es ist aber 

Mp JP_ 






daher 



*p 



Man hat also 

zuerst nach p, dann nach q zu differenzieren und das zweite Resultat 
yon dem ersten in Abzug zu bringen; das Ergebnis dieser Rech- 
nung ist 

SO daß der erste Teil von 2)(|Ii) den Wert spqT^ hat. Eine ein- 
fache Überlegung lehrt; daß dem zweiten Teile derselbe Wert zu- 
kommty daß also 

Ersetzt man Tq durch den in Nr. 74 gefundenen Näherungswert^ 
80 ergibt sich*) 

S)(li|) = |/a. (17) 

Selbstverstöndlich ist 



Dieselben Werte von S)(Z) und 3)(|J|) erhält man, wenn man 
den am Schlüsse der vorigen Nummer bezüglich S) (V) eingeschlagenen 
Weg befolgt. 



1) Vgl. hiermit die Ableitung J. Bertrands, Calc. d. probab., p.,82. 
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82. Beispiel XLIV. 3Iit eimr Münze werden 4040 Würfe 
ausgeführt. Wie groß ist die WahrscJieinlichkeity daß die Wiederholungs- 
aahl von Wappen nicht um mehr als 28 von der wahrscheinlichsten 
Zahl 2020 abweichen, also zivischen 1992 und 2048 liegen werde? 

Gemäß den Formeln (8) und (7) in Nr. 77 ist 

y= 28- =.0,623, 

1/2020 ' 

der Tafel I entnimmt man 

0(0,62) = 0,6194114, 

daraus ergibt sich durch Benützung der ersten und zweiten Differenz 

0(0,623)= 0,6217119; 

der zweite Teil liefert in logarithmiseher Ausrechnung den Beitrag 

0,0085151 ; 
mithin ist 

p = 0,6302270. 

Bei alleiniger Benützung der Tafel I hätte man nach dem in Nr. 78 
entwickelten Verfahren mit 

y _ .^ _ 0,63412 

1/2020 ' 

ZU rechnen und fände durch InterpolatioD 

p = (0,63412) = 0,6301641 , 

also um 0,0000629 weniger als durch strenge Rechuung. 

83. Beispiel XLV. Welches sind die wahrscheinlicJien Grenzen 
für die Wiederholungszahl einer bezeichneten Nummer in 2854 Lotterie- 
Ziehungen? 

Da die Wahrscheinlichkeit für das Erscheinen einer bestimmten 

Nummer in einer Ziehimg i> =» jg ist, so hat man nach den Formeln 

von Nr. 79 für die wahrscheinliche Abweichung der Wiederholungs- 
zahl den Wert 



0,476936 ]/2. 2854 • ;^ • J^ = 8,2 • • •; 
da die wahrscheinlichste Wiederholimgszahl — • 2854, d. i. 158 beträgt, 



18 
1 a b e r , Wahrsoheinlichkeitsrechnong. I. 2. AafL 
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80 besteht die Wahrscheinlichkeit -g- dafür, es werde sich die be- 
zeichnete Nummer nicht weniger als 150 mal und nicht öfter als 
166 mal wiederholen.^) 

84. Beispiel XL VI. Wie viele Versuche sind erforderlich, um 
mit der Wahrscheinlichkeit P envarten zu dürfen^ daß die Wiederholungs- 
zahl eines Ereignisses^ dem im einzelnen Versuche die Wahrscheinlich- 
keit p zukommt, nicht mehr als um p Prozent von dem wahrschein- 
lichsten Werte abweichen werde? 

Die Lösung dieser Aufgabe vollzieht sich mittels der beiden 
Gleichungen 



2 



te-'^dt, 



YV^spq^j)-S', 



100 

nachdem man aus der ersten y bestimmt hat, ergibt sich aus der 
zweiten: 



2.9 (5f')"- 



999 
Will man z. B. mit der Wahrscheinlichkeit - ^^^ erwarten dürfen, 

daß die Zahl der weißen Kugeln, die man aus einer Urne mit fünf 
weißen und einer schwarzen Kugel in s Ziehungen erzielt, höchstens 

um 57o von ihrem wahrscheinlichsten Werte — abweiche, so suche man 

zuerst mit Hilfe der Taf. I den Wert y, der 

2 /• 

— /e-''rf^ = 0,999 



ergibt; durch Benützung der ersten Differenz findet man 

y - 2.32 + ^;SS 0,01 = 2,326845 

mit diesem Werte berechnet sich dann 

^ Q 6 1 /232 , 684\« ^^^ - 

5„2. -.---(—- ) -601,5...; 
hiemach sind 602 Ziehungen für den gedachten Zweck erforderlich. 

1) Wegen der Abrundung des Resultates auf eine ganze Zahl ist die Wahr- 
scheinlichkeit um ein Geringes von - verschieden, hier etwas kleiner. 
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86. Begriff der Pr&sision. Zwei Versuchsreihen^ mögen sie 
sich anf dieselbe oder auf verschiedene Materien beziehen, sind in 
einem Punkte miteinander vergleichbar, nämlich in bezug auf die Weite 

der Grenzen, innerhalb welcher sie die Abweichung p mit ge- 
gebener Wahrscheinlichkeit P erwarten lassen. 

um diese Vorstellung zu präzisieren, denken wir uns zwei Be- 
obachtungs- oder Versuchsreihen; die eine beziehe sich auf die Er- 
eignisse E, E, denen im ganzen Verlaufe der s Versuche die Wahr- 
scheinlichkeiten p, q zukommen; die andere betreffe die Ereignisse 
E' E' mit den Wahrscheinlichkeiten p , q' und umfasse s' Versuche; 
die Wiederholungszahl von -B sei m, die von E' sei m\ Alsdann ist 
mit der Wahrscheinlichkeit^) 






kf'" 





zu erwarten, daß einerseits 
und daß andererseits 

-rVW<T-p'<yV''i^-^ 

die Weite dieser Intervalle ist 

und hängt bei gegebenem P, also bei festem y, nur von dem Wurzel- 
ausdruck ab. Je enger nun das Intervall, je näherliegend an p man 

das Verhältnis - mit gegebener Wahrscheinlichkeit zu erwarten hat, 

fftr desto genauer wird man die betreffenden Versuche erklären. Die 

Genauigkeit wächst also mit der Abnahme von 1/-^, oder sie wächst 
mit dem Wachsen von 

und man kann übereinkommen, diesen Ausdruck geradezu als das 
Maß der Präzision der betreffenden Versuchsreihe aufzufassen. 



1) Behielte man den vollständigen Ausdruck (7), Nr. 76, für P bei, so würde 
dies auf die nachfolgende Betrachtung einen ziffeimäßig nur geringfügigen Ein- 
flufi üben. 

9* 
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Die Präzision wächst sonach wie die Quadratwurzel aus der An- 
zahl der Versuche und ist um so größer, je kleiner das Produkt pq, je 

mehr p und q von -- abweichen. In dem erklärten Sinne haben also 
Versuche, welche sich mit dem Aufwerfen einer Münze vergleichen 
lassen, die kleinste Präzision, h = ]/25 =- 1,414 • Ys] dem gegenüber 
ist beispielsweise die Präzision für das Erscheinen einer bestimmten 
Nummer in s Ziehungen der gewöhnlichen Lotterie: 



Ä' = l/- V, -2,850>/s, 



^ 18« 



also zweimal so gi'oß. 

Im Laufe der Yorangegangenen Untersuchungen sind für die 
wahrscheinliche, für die mittlere und für die durchschnittliche Ab- 
weichung der relativen Häufigkeit - von der Wahrscheinlichkeit p 
die Ausdrücke 

[s. die Ansätze (13), (15), (18)] gefunden worden; dieselben sind durch- 
weg der Präzision h umgekehrt proportional; demnach kann die Prä- 
zision auch nach diesen Größen beurteilt werden. 

86. Wiederholte Versnohsreihen. Solange nur eine Ver- 
suchsreihe vorliegt, läßt sich über ihr Ergebnis vom Standpunkte der 
Wahrscheinlichkeitstheorie keine andere Aussage machen als die, daß 
es eine bestimmte oder eine innerhalb vorgegebener Grenzen liegende 
Abweichung vom wahrscheinlichsten Ergebnis mit dieser oder jener 
Wahrscheinlichkeit erwarten lasse. 

Zu weitergehenden Schlüssen und Betrachtungen gibt der Fall 
Anlaß, daß über zwei Ergebnisse E, E mit festen Wahrscheinlichkeiten 
p, q mehrere, sagen wir 0, Beobachtungsreihen gleichen ümfanges, 
also auch gleicher Präzision, angestellt worden sind. Jede Reihe be- 
stehe aus s Versuchen, und es habe die erste m^, die zweite nt^y-- 
die letzte w, als Wiederholungszahl von E ergeben. Dann kann von 
einer wahrscheinlichsten Gruppierung, Verteilung oder Dispersion der 
Quotienten 



m^ 



8 



um den Wert p gesprochen werden. 

Da nach dem approximativen Wahrscheinlichkeitsgesetz 
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1 - '^ 

eine positive Abweichung dieselbe Wahrscheinlichkeit hat wie eine 
gleich große negative, so ist es am wahrscheinlichsten^ daß sich ebenso 

viele der Werte — unter p wie über p stellen werden. 

Nach dem B ernou 11 i sehen Theorem besteht femer eine bestimmte 

Wahrscheinlichkeit P ^ 0(y) dafür, daß die Abweichung y—p dem 

Betrage nach nicht größer sei als yy-^^] daraus folgt, daß zP die 

wahrscheinlichste Zahl derjenigen Quotienten - ist, welche sich in das 

Intervall zwischen p — yy—- und p + y 1/ — einstelleo. 

Dazu ist aber zu bemerken, daß es, je größer g, um so weniger 
wahrscheinlich ist, es werde sich genau diese wahrscheinlichste Zahl 
jsP ergeben; vielmehr muß eine Abweichung von dieser Zahl erwartet 
werden, und über diese Abweichung kann auf Grund des Bernoulli- 
schen Theorems wieder eine Wahrscheinlichkeitsaussage gemacht werden. 
Es ist nämlich mit der Wahrscheinlichkeit 



"-vd- 



KU erwarten, daß die wirklich zur Beobachtung kommende Anzahl der 
Quotienten - , welche zwischen die oben angeführten Grenzen fallen, 
liegen werde zwischen 

zP-'dy27P{i-P) und zP+ dy27P(T~P). 

Zur Erläuterung diene folgendes Beispiel. Die wahrscheinlichste 
Wiederholungszahl der Nummer 1 in 5 = 2854 Lotterieziehungen ist 

^•2858, d. i. 158. Die gleiche Zahl gilt für jede der 89 übrigen 

Nummern, und man kann die Ziehungen wie jer = 90 gleich umfang- 
reiche Beobachtungsreihen auffassen, indem man sie einmal auf das 
Erscheinen der Nummer 1, ein zweites Mal auf das Erscheinen der 
Nummer 2 usw. hin prüft. 

Die Wahrscheinlichkeit, daß die Wiederholungszahl einer be- 
stimmten Nummer zwischen die Grenzen 156 und 160 (mit Einschluß 
derselben) falle, ist 
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P=*(y) 
mit 

y = _ _,J^__^ = 0,11557, 

also 

P- *(0,11557) = 0,1298; 

daraus ergibt sich die wahrscheinlichste Anzahl derjenigen Nummern, 
welche diese Grenzen einhalten, 

jerP = 90. 0,1298 = 11,...; 

die Wahrscheinlichkeit, daß von den 90 Nummern nicht weniger als 
10 und nicht mehr als 12 die erwähnten Gh-enzen einhalten werden, ist 

mit 

* =» -v^= ^ 0,219, 

V2 90 . 0,1298 . 0,8702 
also 

77 = 0,24321. 

87. Beziehimg iwisohen Wahnohelnllohkeitsreohnimg und 
Wirklichkeit. Gesetz der großen Zahlen. Wir treten nun an 
eine Frage heran, von deren Beantwortung es abhängen wird, ob die 
Wahrscheinlichkeitsrechnung lediglich zu den rein spekulativen Zweigen 
der Mathematik gehört oder ob sich angewandte Gebiete auf sie gründen 
lassen. Es handelt sich darum, ob den Sätzen der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung irgendein Korrelat im wirklichen Geschehen entspricht. 

Wohl stützt sich die Bildung des Wahrscheinlichkeitsbruches auf 
die Kenntnis gewisser Umstände, von denen anzunehmen ist, daß sie 
auf das Geschehen einen Einfluß üben, und seine Struktur hängt mit 
diesem Wissen derart zusammen, daß man ihn als Maß für die Er- 
wartung eines bestimmten Geschehens betrachtet. Ob aber das wirk- 
liche Geschehen zu den Ergebnissen der logischen Deduktion, als 
welche sich die Wahrscheinlichkeitsaussagen darstellen, in einer Be- 
ziehung steht, kann nur durch Befragen der Wirklichkeit selbst ent- 
schieden werden. 

Ein einzelner Versuch, eine einmalige Realisierung der allgemeinen 
Bedingungen kann einen Aufschluß nicht gewähren; denn eine der 
Möglichkeiten muß sich einstellen, und darüber hinaus läßt sich keine 
weitere Aussage machen. Kommt dem einen möglichen Ereignis E 
eine der Einheit, dem andern E demgemäß eine der Null noch so 
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nahe Wahrscheinlichkeit zu, so kann der Erfolg trotz der Stärke 
der auf E gerichteten Erwartung doch E bringen; und sowie das 
etwaige Eintreffen von E nicht als Beweis für eine reale Bedeutung 
des Wahrsch^inlichkeitsbruches hingestellt werden kann, wird das 
Eintreffen von E nicht als Beweis gegen eine solche geführt werden 
dürfen. 

Anders gestaltet sich die Sachlage, wenn über eine unveränder- 
liche Materie eine große Zahl von Realisierungsergebnissen vorliegt; 
um an einen bestimmten Fall zu denken, wenn aus einer Urne, die 
mit weißen und schwarzen Kugeln in solchem Verhältnisse gefüllt ist, 
daß dem Eintreffen einer weißen {E) die Wahrscheinlichkeit p, dem 
einer schwarzen (E) die Wahrscheinlichkeit q = 1 — p zukommt, eine 
große Anzahl 8 von Ziehungen ausgeführt wurde und m-mal weiß und 
n »» 5 — m-mal schwarz sich ergab. 

In bezug auf einen solchen Tatbestand gibt die Wahrscheinlich- 
keitsrechnung in dem Bemouilischen Theorem eine Aussage, aus der 
sich ein für die ganze Frage maßgebender Schluß ziehen läßt. Das 
Theorem bestimmt nämlich die Wahrscheinlichkeit P dafür, daß der 

Unterschied zwischen der relativen Häufigkeit - des Auftretens von E 

und seiner Wahrscheinlichkeit p dem Betrage nach nicht größer ausfällt 

als yy-^; nun kann y so eingerichtet werden, daß P der Einheit 

80 nahe kommt, als man will, und es reicht dazu ein mäßiger Wert 
von y hin; bezeichnet man also die relative Häufigkeit von E in s Ver- 
suchen mit H{E, s), so führt das BemouUische Theorem zu dem 
Schlüsse: Man hat mit einer der Einheit beliebig nahen Wahrschein- 
lichkeit zu erwarten, daß 

lim {H{E,s)-p] ^lirayV^^-^ »0 

#=00 ¥8 

werde. 

Über den Verlauf dieses Grenzprozesses, für den doch nur Wahr- 
scheinlichkeit besteht, wenn sie auch noch so groß ist, BLßt sich aber 
eine wichtige Bemerkung machen. Der rein mathematische Gbrenz- 
prozeß verläuft so, daß man mit Sicherheit angeben kann, von einem 
Werte s der Variablen angefangen werde der Unterschied zwischen 
der Funktion und ihrer Orenze unter dem und dem Betrage bleiben. 
Hier jedoch kann immer wieder das Gegenteil des erwarteten ein- 
treffen, d. h. die relative Häufigkeit nach einer Versuchszahl s außer- 
halb der mit P erwarteten Grenzen fallen; dies hat zur Folge, daß 
einmal schon für ein endliches s die Gleictmng 
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sich einstellen, daß andererseits trotz erheblicher Ungleichheit im 
Sinne 5'<s" doch 

\H{E,s")-p\>\H{E,s')-p\ 



stattfinden kann. 

In Worten ausgedrückt: Das Bemoullische Theorem läßt nur er- 
warten, daß mit wachsender Versuchszahl die absolute DiflFerenz 
zwischen der relativen Häufigkeit und der Wahrscheinlichkeit von E 
im dllgemeinen abnehmen werde. 

Damit ist eine Handhabe zur Befragung der Wirklichkeit ge- 
boten: Zeigt der tatsächliche Verlauf des Geschehens diese Eigenschaft, 
so ist damit die Konkordanz zwischen den Sätzen der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung und der Wirklichkeit nachgewiesen. 

Es soll an dieser Stelle die entscheidende Tatsache festgestellt 
werden, daß in all den Fällen, wo eine Prüfung der WirUichkeit in 
dem oben erklärten Sinne erfolgt ist und wo die Voraussetzungen für 
eine "begründete Aufstellung des WahrscfteinUdikeitsbruches vorhanden 
waren, eine so weitgehende Annäherung der relativen Häufigkeit an die 
WaJirsch^nliclikeit festgestellt werden konnte, daß man sagen darf, der 
theoretisdw Satz 

lim H{E,s)^p (1) 

finde in der Wirklidikeit in solchem Grade Bestätigung, als dies von 
einer Anwendung der Ergebnisse reinen Denkens auf die venvickeUen 
Vorgänge des Gescliehens erwartet werden kann. 

Der im Wege der Erfahrung vom Boden der Theorie auf den 
Boden der Wirklichkeit übertragene Satz (1), wenn man hier seinen 
Sinn richtig deutet^ macht den Inhalt dessen aus, was man gemeinhin 
als das Gesetz der großen Zahlen bezeichnet. Mit diesem Gesetze 
rückt das, was wir im einzebien Falle zufällig nennen, in der großen 
Menge dem ursächlich Gesetzmäßigen so nahe, daß es für praktische 
Zwecke genau genug als vom Charakter des Zufölligen befreit erachtet 
werden kann. In der Tat arbeiten auf zufällige Massenerscheinungen 
gegründete Unternehmungen mit derselben Sicherheit wie andere ge- 
schäftliche Einrichtungen, bei denen es nicht üblich ist, vom Zufall 
zu reden. 

Über die Stellung, welche dem Satze in jüngster Zeit im System 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung gegeben wird, sei folgendes bemerkt: 

Bruns^) stellt schon an den Eingang des Lehrgebäudes eine Aus- 
sage, die er als Satz von der Ausgleichung des Zufalls oder als Satz 
von der gleidimäßigen Ersdiöpfung der möglidien Fälle und als die- 

1) WahrBcheinlichkeitsrechnung und Kollektivmaßlohre , Leipzig 1906, p. 13 
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jenige y^Yoranssetzong^' bezeichnet^ auf der alle ernsthaften Anwen- 
dungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung beruhen. Die Namengebung 
stammt daher^ daß Bruns die einzelnen möglichen Fälle in Betracht 
zieht. Führt eine Urteilsmaterie auf n gleichberechtigte Fälle A^, 
A^,- ' ' Ä^, so formuliert er seinen Satz dahin, daß 

]im H{A„s)-^ (i = l,2,...«). (2) 

»SS 00 " 

Ebenso erscheint in Brendels Vorlesimgen ^) der Satz unter den 
Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung und wird hier in einer 
nach meinem Dafürhalten zu sehr spezialisierten Form als ,;Axiom'' 
hingestellt. Wenn dem Ereignis E unter m gleichberechtigten g Fälle 
günstig sind, und wenn in n Reihen von je m Versuchen das Ereignis 
yu y%f' ' ' y^-mal wirklich eingetreten ist, so gilt als Axiom: 

n 

Um*-y- =g. (3) 

»=00 '* 

Wenn nun auch keinerlei logische Schlüsse und keinerlei natur- 
philosophische Betrachtungen die Notwendigkeit des in Bede stehenden 
Satzes zu beweisen vermögen, so muß sich sein durch die Erfahrung 
erhärteter Bestand doch erklären lassen. Die Erklärung liegt, wenn 
man sich auf das Urnenschema bezieht, in der Existens der möglichen 
Falle und in einer so gearteten Verwirklichung der allgemeinen Be- 
dingungen, daß sich der Bereich der Verwirklichungsvorgänge auf die 
Fälle nahezu gleichmäßig verteilt.^) 

Daß die bloße Existenz der Fälle zur Erklärung nicht ausreicht, 
lehrt die nachfolgende Überlegung. Wären die Kugeln in unserer 
Urne so angeordnet, daß die Hauptmenge der schwarzen zu unterst 
liegt und daß Ziehung und Mischung sich immer nur auf die obersten 

1) Wahrscheinlichkeitsrechnung mit Einschluß der Anwendungen (Autogr.), 
Gottingen 1907, p. 18. 

2) Eine befremdende Ausführung über den Zusammenhang zwischen Wahr- 
scheinlichkeit und Wirklichkeit findet sich in der an historischen Daten reichen 
Abhandlung P. Mansions: „Sur la port^e objective du caicul des probabilit(5s^^ 
Bull, de TAcad. de Belgique, 1903, p. 1266 sq. Nachdem die zutreffende Be- 
merkung gemacht worden, daß man in Wirklichkeit niemals eine objektive Wahr- 
scheinlichkeit mit absoluter Genauigkeit anzugeben vermöge, heißt es weiter: 
^och mehr; so fremdartig es erscheinen mag, die Wahrscheinlichkeitsrechnung 
würde ihre Existenz einbüßen, sie hätte keine Daseinsberechtigung mehr, wenn 
die objektive Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses einen völlig bestimmten Wert 
hfttte. Welchen Sinn kann man in der Tat der Aussage geben: Die Wahrschein- 
lichkeit des Eintreffens von 5 beim Würfeln mit einem bestinmiten Würfel sei 
beständig ^? Doch keinen andern als: In 6 Würfen erscheint 5 einmal, in 12 
zweimal, in 600 hundertmal usw. Nicht genug an dem, vom Beginne des Spieles 
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Schichten erstrecken, dann wird H{Ey s) bei zunehmendem s im all- 
gemeinen beständig von p erheblich verschieden sein. 

Ein Bild noch möge zur Beleuchtung des Vorgangs^ den man 
als Ausgleichung des Zufalls bezeichnet, beitragen. Bringt man in 
ein Gefäß größere Mengen von Roggen- und Gerstenkörnern und rührt 
die ganze Masse durch, so wird, je länger die Prozedur dauert, eine 
um so gleichmäßigere Verteilung beider Sorten von Körnern sich ein- 
stellen und das Gemenge der Homogenität in dem Sinne zustreben, 
daß in Teilmengen, die an beliebigen Stellen herau8gegri£Pen werden, 
die relative Häufigkeit beider Eömersorten nahezu konstant vrird. 

Wenn einmal eine Versuchsreihe von beträchtlichem Umfang eine 
erhebliche Abweichung von dem durch das Gesetz der großen Zahlen 
ausgedrückten Verhalten zeigen sollte, so geben die voranst^henden 
Betrachtungen Anhaltspunkte dafür, nach welcher Richtung Ver- 
mutungen über den Grund dieser Erscheinung aufgestellt werden 
könnten. Einmal kann er darin liegen, daß die vorausgesetzte Gleich- 
möglichkeit der Fälle in den objektiven Umständen nicht begründet 
ist; eine neue Versuchsreihe würde dann voraussichtlich zu einer 
ähnlichen Abweichung fuhren. Der Grund kann femer darin liegen, 
daß die Durchführung der Versuche nicht der Forderung genügte, 
allen Fällen gewissermaßen gleiche Gelegenheit, in die Erscheinung 
zu treten, geboten zu haben; von einer Wiederholung der Versuchs- 
reihe ist dann nicht anzunehmen, daß sie eine der früheren ähnliche 
Erscheinung darbieten werde. Schließlich kann es unter Umständen 
geboten sein, auch darnach zu forschen, ob die Sätze der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung richtig angewendet worden sind. 

Untersuchungen über die Geltung des Gesetzes der großen Zahlen 
sind schon vielfach angestellt und veröffentlicht worden'; zum Teil 
stützten sie sich auf bereits vorhandene Erfahrungsreihen, zum Teil 
auf eigens zu diesem Zwecke ausgeführte Versuchsreihen. Wiederholt 
sind auch Materien der geometrischen Wahrscheinlichkeit zu solchen 
Versuchen herangezogen worden. Die Frage, ob dies auch zulässig 
sei, würde hier nicht berührt werden, wenn nicht Zweifel hierüber 
ausgesprochen worden wären. Cesäro^) berichtet über eine Meinung 
G. Vivantis, der behauptet hat, daß bei Problemen mit unendlich 



an müßte sich 6 in jeder Serie von 6 Würfen immer an derselben Stelle er- 
eignen; denn sonst g&be. es bei einer entsprechend ausgeführten Unterteilung 
der 600 Würfe sechsgliedrige Gruppen ohne 6. Wenn sich aber 6 mit dieser 
absoluten Regelmäßigkeit zutrüge, dann wäre nichts Wahrscheinliches und Un- 
wahrscheinliches mehr in seinem Eintreffen, man wäre in Gewißheit darüber, 
daß es sich bei dem so und sovielten Wurfe zutrage; dies wäre ein Naturgesetz." 
Wie dies alles aus der Existenz einer bestimmten objektiven Wahrscheinlichkeit 
gefolgert werden soll, ist nicht zu erkennen. 
1) 1. c. , p. 49—62. 
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▼ielen Möglichkeiten die Brücke zwischen Theorie und Wirklichkeit 
fehle, die sich für die andern Probleme im Gesetz der großen Zahlen 
darbietet; dieses Gesetz fordere nämlich, daß die Zahl der Versuche 
im Vergleich zur Zahl der möglichen Fälle hinreichend groß sei, und 
daraus gehe hervor, daß jenes Gesetz auf Probleme keine Anwendung 
finden könne, in welchen die Menge der möglichen Fälle transfinit 
sei, weil, wie groß auch die Zahl der Versuche sein möge, sie doch 
immer unendlich klein im Vergleich zur Menge der Möglichkeiten 
WBie. Wie man sieht, stützt sich diese Argumentation auf denselben 
Gedanken, welcher der Bruns sehen Formulierung des Gesetzes als 
einer gleichmäßigen Erschöpfung der möglichen Fälle zugrunde liegt. 
In Wirklichkeit handelt es sich in der K^gel, bei geometrischen 
Wahrscheinlichkeiten immer, um Kategorien von Fällen, und dann 
braucht die Zahl der Versuche mit der Menge der Einzelfalle in 
keinem bestimmten Verhältnisse zu stehen. 

88. BrfUinmgsdaten aus Lotterleiiehnngen. 

I. Die Untersuchung der Ziehungsergebnisse in der Prager und 
Brünner Lotterie, welche der Verfasser durchgeführt hat^) und die 
sich auf den Zeitraum 1754 — 1886, bzw. 1771—1886 erstrecken, hat 
nach jeder Richtung gute Übereinstimmung mit der Theorie ergeben. 

Wenn man die Ziehungen nach ihrer Zusammensetzung aus ein- 
und zweiziffiigen Nummern sondert, so zerfallen sie in sechs Kategorien, 
je nachdem keine, eine, zwei, . . . fünf einziflErige Nummern auftreten; 
die Wahrscheinlichkeiten dieser Kategorien sind in Nr. 38 gerechnet 
worden. Bezeichnet man mit s die Anzahl der Ziehungen, mit m^ die 

der Ziehungen einer Kategorie, so zeigen die Quotienten * den Wahr- 
scheinlichkeiten Pi gegenüber folgenden Verlauf: 



Kategorie 



0,68298 
0,34070 
0,06989 
0,00619 
0,00023 
0,00000 

1,00000 



Prag: « = 2864 



0,68666 
0,32656 
0,07919 
0,00736 
0,00036 
0,00000 

1,00000 



Brunn: « = 2703 



0,57899 
0,34691 
0,06881 
0,00629 
0,00000 
0,00000 

1,00000 



Die Wahrscheinlichkeit, daß die Nummern einer Ziehung in der 
nutüriichen oder in der umgekehrten Roihenfolge erscheinen, ist 



1) Zum Gesetz der großen Zahlen. Prag 1889. 
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i^'rTrl^' 6-0 -0,01667; 

die relative Häufigkeit — derartiger Ziehungen war in 

Prag: 0,01612, Brunn: 0,01739, 

bei Vereinigung der Ergebnisse beider Orte 

0,01674. 

Die Wahrscheinlichkeit des Erscheinens einer einziffirigen Nummer 
ist für jeden Zug 

i> = 0,l; 

die relative Häufigkeit einziffiriger Nummern betrug in 

Prag: 0,10168, Brunn: 0,10048, 

in beiden Orten zusammen 

0,10109. 

Zu einer eingehenderen Untersuchung gibt die Tabelle der Er- 
scheinungshäufigkeit der einzelnen Nummern Anlaß. Man kann 
nämlich das ganze Ziehungsmaterial — hier soll es f&r die Prager 
Ziehungen geschehen — als eine Folge von 90 gleich umfangreichen 
Beobachtungsreihen ansehen, angestellt über ein Ereignis der Wahr- 
scheinlichkeit 

1 



und kann nun die Verhältniszahlen — (< = i, 2, . . . 90) auf ihre Verteilung 

um den Wert p prüfen; wir nehmen statt dessen die Prüfung an der 
Verteilung der Wiederholungszahlen m^ gegenüber der wahrschein- 
lichsten: sp «= 2754 . jg = 158 selbst vor. Die Ergebnisse und die 

für die Rechnung erforderlichen Größen sind aus nachstehender Tabelle 
zu entnehmen. 
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Nummern 




mit der 

Wied^rholungi- 

E&bl w 



Abweichung 



(m—Mp) 



6 

39 f 65 

16, 41» T6, 87 

2, U, Ö6, 79, 86 

18, U, 47 
72, 80 

12 

21, 58 

70 

24, S2, fi6, 69 

27, 64, 76 

81 

19, 36, 42, 74 
7, 20, 69 

13, 34, 40, 67, 88 
19, h%, 68 

17, 8t 
16, 90 
58 

0, 85, 36 
2« 

33, 57 
M 

3, 43, 45, 48 
10, m, 66 

1, 6, 60, 84 
£0, 62 

0, 61, 63 
54, 73 
49, 71, 78 
SS 
37 

30, 46 
89 
31 
88 

4 
Tf 
M 



1 

2 
4 

& 
3 
2 
1 
2 
1 
4 
3 
1 
B 
4 
3 
5 
3 
2 
2 
1 
3 
1 
2 
1 
4 
3 
4 

3 
2 
3 
1 
1 
2 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

90 



138 
139 
142 
143 
144 
145 
146 
147 
140 
150 
151 
152 
153 
IM 
155 
156 
157 
158 
150 
!60 
161 
152 
153 
104 
136 
lß6 
167 
168 
170 
171 
112 
173 
176 
177 
178 
179 
181 
185 
186 
189 

1437Ü 



— 20 

— 19 

— W 
-15 

— 14 
-^18 

— If 

— 11 

— 9 

— 8 

— 7 

— 6 

— 5 

— 4 

— 9 

— 2 

— 1 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
12 
13 
14 
15 
18 
19 
ÜO 
Sl 
26 
27 
28 
31 



400 

361 

156 

225 

196 

169 

144 

121 

Sl 

64 

49 

36 

U 

16 

9 

4 

1 

6 

1 

4 



16 

25 

36 

49 

64 

81 

100 

144 

169 

196 

225 

824 

161 

400 

441 

676 

729 

784 

961 

13059 



In Nr. 83 sind 150, 166 als wahrscheinliche Grenzen für die 
Wiederholungszahl einer Nummer in 2854 Ziehungen berechnet 
worden; in Wirklichkeit ist bei 



4 + 3 + 1 + 3 + 4 + 3 + 5 + 3 + 2 + 2 + 1+3 + 1 + 2+1+4 + 3 = 45, 

also genau bei der Hälfte der Nummern eine zwischen den genannten 
Grrenzen (diese mit eingeschlossen) liegende Wiederholungszahl ein- 
getroffen. 
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Für die mittlere und durchschnittliche Abweichung ergeben sich 
nach den Formeln (14), (17) die theoretischen Werte: 



V 



2864 . A . LJ _ 12^3, 

2 2864 17 



18»w 



- 9,76; 



andererseits berechnet sich aus der Summe der (m — spY, welche 
13059 betrügt, und aus der Summe der absoluten Werte der {tn — sp)y 
welche 889 ausmacht, die mittlere und die durchschnittliche Ab- 
weichung: 



V 



W = 9,88, 



also in sehr naher Übereinstimmung mit d6n theoretischen Werten. 

U. ö. Th. Fe ebner ^) hat die Listen von zehn sächsischen Staats- 
lotterien aus der Zeit von 1843—1852, je 32000 bis 34000 Nummern 
umfassend, in folgender Weise einer Prüfung unterzogen. Er teilte 
die gezogenen Nummern in der Reihenfolge, in der sie erschienen 
waren, in Serien zu je 3, dann zu je 10, 50, 100 Nummern und 
schied diese Serien nach dem absoluten Werte des Unterschiedes u 
zwischen den geraden und den ungeraden Nummern in Kategorien, 
bestimmte nach den Regeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung die 
wahrscheinlichste Anzahl der in jede Kategorie fallenden Serien und 
verglich sie mit der wirklich beobachteten. 

Im Sinne der in Nr. 86 eingeführten Bezeichnung bedeute s die 
Zahl der Nummern in einer Serie, die Anzahl der Serien. 

Für s = 3 sind 1 und 3 die möglichen Werte von |w|; der 
erstere stellt sich ein, wenn eine gerade und zwei ungerade Nummern, 
oder umgekehrt, gezogen werden; die Wahrscheinlichkeit hierfür ist 



^ \l) 2» 4 ' 



der zweite Wert tritt ein, wenn drei gerade oder drei ungerade Nummern 
erscheinen, wofür 



^ 2» "" 4 



1) Kollektivmaßlehre. Herausgegeben von G. F. Lipps (1897), p. 229 ff. — 
Wiewohl die gezogenen Nummern nicht zurückgelegt werden und daher die 
Zusammensetzung der Urne im Laufe der Ziehungen sich ändert, so ist doch 
von vornherein die Wahrscheinlichkeit für das Erscheinen einer geraden und 

ungeraden Nummer für jede einzelne Ziehung. 
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die WahrBcheinlichkeit ist. Da nun solcher Serien z <= 2000 gebildet 
wurden, so wäre die wahrscheinlichste Verteilung auf die beiden 
Kategorien : 

1500, 500; 
wirklich gezahlt wurden 

1494, 506. 

Bei 5» 10 sind 0, 2, 4, 6, 8, 10 die möglichen Werte von | u | und 



10! ji^ o J^ JL 

6161 2»*' "^4161 2"' 



101 1 



2!8I2**' 1!9I2*®' 2*® 



die bezüglichen Wahrscheinlichkeiten; durch ihre Multiplikation mit jer 
ergibt sich die wajirscheinlichste Verteilung auf die einzelnen Kategorien. 
Bei « — 50 gehen die Werte von | w | von bis 50, bei s = 100 
von bis 100; die Wahrscheinlichkeiten können bei dieser Größe 
von s nach der Näherungsformel 






gerechnet werden, in welcher j) = g *= y und l = L-^ zu setzen ist; 

durch Multiplikation mit z ergibt sich wieder die wahrscheinlichste 
Verteilung der Serien auf die verschiedenen Werte von |fi|, die nun 
mit der wirklich eingetroffenen zu vergleichen ist. Die Resultate 
sind in der nachfolgenden Tabelle zusammengestellt. 





«=10; j5=-6000 


« = 60; i5=«1000 


« = 100; J5«600 


\^\ 




beobMhtete 


wahrscheinlichste ' beobachtete 


wahnoheinllohBte 


beobachtete 




Verteilung 


Verteilung 


Verteilung 





1280 1201 


112 


110 


48 


46 


2 


2061 


2027 


216 


217 


93,6 


104 


4 


1172 


1226 


192 


194 


88 86 


6 


439 


442 


168 


164 


80 


67 


8 


98 


97 


119,6 


120 


69,6 


68 


10 


10 


8 


84 


66 


68 


63 


12 


— 


— 


64 


62 


47 


61 


14 


— 


— 


32 


41 


36 


31 


16 






17 


21 


27 


34 


18 






Ü 


10 


19 


13 


20 






4 


3 


18 


14 


22 






2 


2 


8,6 


8 


24 






0,6 


1 


6,6 


7 


26 






— 





3 


4 


28 






— 


— 


2 


2 


80 










1 


1 


32 










0,6 





84 










0,3 


1 


36 










0,1 


1 


88 










0,1 





■| 


6000 


6000 


1000 


1000 


600 


600 
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89. Die Anfiitellnngen von K. Marbe. Als Beleg dafür^ 
daß eine nicht ganz korrekte Anwendung der Theorie auf Erfahrungs- 
daten zu voreiligen Schlüssen über das Verhältnis der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung zur Wirklichkeit und hierdurch zu Zweifeln an den 
Fundamenten der Theorie führen kann, seien die Untersuchungen von 
Marbe ^) angeführt. 

Marbe hat Ergebnisse des Roulettespiels ^), die er in sehr be- 
trächtlichem Umfange aus verschiedenen Spielorten (Monte Carlo, Spaa, 
Dinant) sich verschafft hatte, auf die Häufigkeit des Auftretens soge- 
nannter ,preiner'' Gruppen oder Sequenzen, das sind Gruppen gleicher 
Ereignisse, geprüft. Bei der Bildung der Gruppen ist er, um mög- 
lichst große Yersuchszahlen zu erzielen, nach einem Schema vorge- 
gangen, das man als das Schema der ühergreifmden Gruppen bezeichnen 
könnte. Numeriert man nämlich die Spielergebnisse, „rot" und „schwarz" 
(mit Auslassung von zero), ihrer Zeitfolge nach, so werden die zwei- 
gliedrigen Gruppen nach dem Schema 

(1,2), (2,3), (3,4),...., 

die dreigliedrigen nach dem Schema 

(1,2,3), (2, 3, 4), (3, 4, 5),.... 

USW. gebildet. 

Die Anzahl der in dieser Weise aufgestellten r-gliedrigen Gruppen 
heiße N^, Die Wahrscheinlichkeit einer r-gliedrigen reinen Gruppe 

ist 2 (07) ) daher ist die erwartungsmäßige oder wahrscheinlichste An- 
zahl reiner Gruppen unter den N/. 



2 K (: 



,37/ ' 



mit der die beobachtete Anzahl solcher Gruppen zu vergleichen ist. 
Diese Vergleichung, für r = 1, 2, 3, • • • ausgeführt, ließ nun syste- 
matisdie Abweichungen zwischen Theorie und Wirklichkeit zutage 
treten, die Marbe den Anlaß zu weitgehenden Schlußfolgerungen 
boten. Bevor auf diese eingegangen wird, sei hier eine solche Beob- 
achtungsreihe (Marbes Tabelle V) als typisches Beispiel für alle an- 
geführt. 

1) Naturphilosophiache Untersuchungen zur Wahracheinlichkeitslehre. Leip- 
zig 1899. 

2) Beim Roulettespiel rotiert eine leicht drehbare horizontale Scheibe, deren 
Rand in Hl mit 0, 1, 2, ... 36 bezeichnete und — mit Ausnahme von — ab- 
wechselnd rot und schwarz gestrichene Fächer geteilt ist; gegen Ende der Ro- 
tation rollt aus einer konzentrischen Rinne ein Eügelchen in eines der Fächer 
und entscheidet das Spiel. 
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GUederzahl 


Anzahl der 


Wahrscheinlichste 
Anzahl der 


Beobachtete 


Verhältnis 


der 




*JkAA4UlVAA& \AWA 


Anzahl 


der 


Gmppen 


beob. Gruppen 


reinen Gruppen 


der reinen 


beiden letzten 


(r) 


i^r) 


«^rfe) 


Gruppen 


Zahlen 


1 


11483 


11173 


11184 


100 


2 


11467 


6428 


5461 


100 


3 


11451 


2687 


2704 


098 


4 


11435 


1281 


1348 


0.95 


6 


11419 


622 


668 


0-93 


6 


11403 


302 


317 


0-95 


7 


11387 


147 


148 


103 


8 


11371 


71 


63 


113 


9 


11355 


35 


34 


103 


10 


11339 


17 


7 


243 


11 


11823 


8 


2 


400 


12 


11307 


4 





oo 


18 


11291 


2 





oo 


14 


11275 


1 





oo 



Als bleibende Erscheinung in allen bearbeiteten Beobachtongs- 
reihen ergab sich^ daß die hochgliedrigen Gruppen, die nach dem 
Maße ihrer Wahrscheinlichkeit noch hätten erwartet werden können, 
ausblieben, und daß schon Yor dem gänzlichen Ausbleiben dieser 
Gruppen ein Zurückbleiben gegenüber der rechnungsmäßigen Erwar- 
tung eintrat. Marbe zog daraus den Schluß, daß reine Gruppen, die 
über eine gewisse Gliederzahl (bei der vorliegenden Materie etwa 12) 
hinausreichen, überhaupt nicht, wie groß auch die Gesamtgruppenzahl 
sein möge, eintreffen, und daß sie von einer gewissen Gliederzahl auf- 
wärts notwendig hinter der Erwartung zurückbleiben. Um diese sehr 
wesentliche Abweichung der Wirklichkeit von den Angaben der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung, aus der er sehr gewichtige Konsequenzen 
bezüglich der Grundlagen der letzteren zieht, verständlich zu machen, 
beruft sich Marbe zunächst auf D'Alembert, der in seinen Schriften^) 
wiederholt die Ansicht vertrat, daß reine Gruppen sich anders ver- 
hielten als gemischte Gruppen des gleichen Umfangs, der den ersteren 
von einer Gliederzahl an zwar logische Möglichkeit einräumt, sie aber 
physisch für unmöglich hält und damit indirekt die Unabhängigkeit 
der Fälle leugnet. Danach versucht Marbe die Erscheinung durch 
naturphilosophische Betrachtungen zu erklären, denen, abgesehen davon, 
daß sie sich auf den speziellen Vorgang beim Roulettespiel beziehen 
und daher des allgemeinen Charakters entbehren, eine Beweiskraft 
nicht zuerkannt werden kann. 

Der wahre Grund der scheinbaren Anomalie liegt aber in der 
Art der Gruppenbildung, in dem Übergreifen der Gruppen. H. Grün- 



1) M^anges de litterature, d'histoire et de philosophie. Amsterdam 1767, 
p. 276 sq., 298. 

Csaber, Wahncheinliobkeitsrechnung. I. 2. AafL 10 
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baum^) hat hierüber eine eingehende Analyse durchgeführt und die 
Ergebnisse derselben auf neue Beobachtungsreihen angewendet, die 
sich von den Mar besehen eigentlich nur dadurch unterscheiden, daß 

1 . 18 

die Grundwahrscheinlichkeit y ist gegenüber „^; denn der ungleiche 

Ursprung kann keinen Unterschied bedingen. Es sind Ziehungsresul- 
tate der ungarischen Klassenlotterie und Geburtsdaten von Schülern 
eines Gymnasiums, erstere nach ihrer Zeitfolge, letztere nach dem 
Alphabet geordnet, die in bezug auf das Auftreten gerader und un- 
gerader Zahlen (im Ta^e^datum; der 31. als Geburtstag wurde aus- 
gelassen, um eine Begünstigung der ungeraden Zahlen hintanzuhalten) 
untersucht worden sind. 

Grünbaum teilt die Beobachtungsreihen in isolierte reine Gruppen 
ein. Das Prinzip dieses Schemas ist folgendes. Bezeichnet 1 eine 
ungerade, 2 eine gerade Zahl, und ist 

21121222112.... 

der Anfang der Beobachtungsreihe, so beginnt die Gruppenbildung: 

2; 11; 2; 1; 222; 11; 2.... 

Die Wahrscheinlichkeit einer r-gliedrigen isolierten reinen Gruppe 

ist o>ri; denn sie setzt sich zusammen aus der Wahrscheinlichkeit 

der r-maligen Wiederholung einer und derselben Kategorie und der 
Wahrscheinlichkeit für das darauffolgende Auftreten der andern Kate- 
gorie. Hiemach bilden die erwartungsmäßigen Anzahlen der 1-, 2-, 

3 gliedrigen isolierten Gruppen eine geometrische Reihe: 

1 1 

wenn g^ die Anzahl der zu erwartenden eingliedrigen Gruppen be- 
deutet; die Gliedersummen dieser Gruppen sind 

1^1, 2—^1,3-^^1,.... 

Der Grenzwert der Summe der ersten Reihe ist 2g^y der Grenzwert 
der Summe der zweiten Ag^, folglich das Grenzverhältnis der Zahl 

der isolierten Grruppen zur Anzahl der Einzelglieder y. 

Man hat also für eine sehr große Anzahl N von Beobachtungen 
die folgende Verteilung als die wahrscheinlichste zu erwarten: 

Gesamtzahl der isolierten Gruppen: - ; 



1) Isolierte und reine Gruppen und die Marbesche Zahl „p". Würz- 
burg, 1904. 



IL Abschnitt. Wahnoheinlichkeiten, betr. die EzgebniBse ubw. ]47 

Nun gibt eine r-gliedrige isolierte Gruppe 
r • ' ' 1-gliedrige 
^ — 1 . . . 2-gliedrige 
i.«_2 . . . 3-gliedrige 



1 • • r-gliedrige 

reine Gruppen im Mar besehen Sinne; umgekehrt gehen r-gliedrige über- 
greifende Gruppen hervor: 

je 1 aus den r-gliedrigen, 

77 2 „ „ r + T-gliedrigen, 

„ 3 „ „ r + 2-gliedrigen 

isolierten Ghruppen, so daß sich die erwartungsmäßige Anzahl y^ der 
übergreifenden r-gliedrigen Gruppen aus den isolierten Gruppen nach 
folgendem Gesetz ergibt: 

dies ^be bei utibegrensster Versuchszahl 

4.,-4,,':-.,-2.V(l)', 

und dies stimmt mit der Anzahl der nach Marbes Schema zu er- 
wartenden Gruppen überein, weil bei sehr großem N zwischen N^ 
und N ein im Verhältnis zu den Zahlen selbst nur unerheblicher 
unterschied besteht. Bei begrenzter Versuchszahl ist aber die Reihe 
nur so weit zu führen, als isolierte Gruppen vermöge ihrer Wahr- 
scheinlichkeit überhaupt noch zu erwarten sind; bezeichnet man diese 
höchste Gliederzahl mit py so ist statt y^ zu erwarten: 

YriP) - l^r+ ^9r^X + " • ' + (i> " »» + 1)9,. 

Indem sich nun die Marbesche Untersuchung auf die Zahlen y^ 
statt, wie es richtig wäre, auf die Zahlen y^P) stützt, überschätzt sie 
die erwartungsmäßigen Zahlen der reinen Gruppen, und diese Über- 
schätzung macht sich bei den hoch zusammengesetzten Gruppen am 
stärksten geltend. Ein numerisches Beispiel wird dies am besten 
klar machen. 

Angenommen, die Beobachtungsreihe umfasse N'^ 2" Zahlen; dann 
sind an isolierten Gruppen zu erwarten: 

2»»-i . . . überhaupt, 

2""* • • • 1-gliedrige, 

2»-» . . . 2-gliedrige, 



2"""" = 1 • • • n — 1-gliedrige; 

10« 
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von da ab werden die Anzahlen zu erwartender Gruppen 074? 
- • •, also kleiner als 1, d. h. Gruppen höherer Zusammensetzung sind 
überhaupt nicht zu erwarten. Marbe aber erwartet statt der einen 
n — 1-gliedrigen Gruppe deren 



1 + 2--;- + 3 



+ 



4; 



statt der vier n — 2-gliedrigen Gruppen deren 

1.2 + 2.1 + 3- ■+4.{+-. 
statt der elf n — 3-gliedrigen Gruppen deren 

1-4 + 2-2 + 3.1 + 4-I + - 



•-8; 



16; 



statt der vierundzuanzig n — 4-gliedrigen Gruppen deren 32 usw. 
Die Verhältuiszahlen -, /, —, ^,, ••• werden immer kleiner und 

1 ' 4 ' 11' 24' 

rücken an 1 heran^ die Überschätzung nimmt also gegen die Gruppen 
niedriger Zusammensetzung hin immer mehr ab. Aber noch mehr; 
während n-gliedrige isolierte Gruppen nach obiger Rechnung in der 

Anzahl _, also streng genommen nicht mehr zu erwarten sind, er- 
wartet sie Marbe in der Anzahl 

1 . 1 + 2 • A + 3 . i 4. 2, usw. 



Nach dem Schema der übergreifenden 


Nach dem Schema der isolierten 




Gruppen 






Gruppen 




Reine 


Wahnohein-^ Beobsch- 


Verhältnis 


Isolierte 


Wahraohein- Beobach- 


1 Verhältnis 


Orappen, 
OUeder- 


Uohste tete 


beider 


OruppeUf 
OUoder- 


liohste 


tete 


1 beider 


saU 


Ansahl ^ Anaahl 




sahl 


Ansahl 


Ansahl 


Anzahlen 


1 


1600 1500 


100 


überhaupt 


750 782 


0-96 


2 


750 1 718 


104 


1 


375 


407 


' 0-92 


3 


375 343 


109 


2 


1875 


188 


1 100 


4 


187 156 


119 


8 


93-7 


101 


0-93 


5 


94 70 


134 


4 


46-8 


45 


104 


6 


47 29 


1-62 


5 


23-4 


26 


0-90 


7 


23 1 14 


1-64 


6 


11-7 


8 


1 1-46 


8 


12 7 


1-71 


7 


5-8 


3 


1-93 


9 


6 ' 3 


200 


8 


2-9 


2 


1 1-45 


10 


3 1 1 


300 


9 


1-4 


1 


! 1-40 


11 


1 


00 


10 


0-7 


1 


0-70 


12 


1 


00 


11 


0-3 





! — 



Die vorstehende Tabelle zeigt eine der von Grünbaum benützten 
Beobachtungsreihen in beiden Bearbeitungen. Man ersieht aus der 
Bearbeitung nach dem Schema der übergreifenden Gruppen alle die 
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Ton Marbe konstatierten Anomalien, die in völlig befriedigender 
Weise Terschwinden, wenn die korrekte Methode der isolierten Gruppen 
cor Anwendung gebracht wird.^) 

90. WflrfalTersuohe. Wohl die umfangreichsten Versuchs- 
reihen hat der Züricher Astronom R. Wolf ausgeführt.^ Eine davon, 
mit der größten Yersuchszahl, aus dem Jahre 1850 stammend, be- 
stand darin, daß mit zwei gewöhnlichen Würfeln 1000-mal so lange 
gewürfelt wurde, bis jeder der 21 möglichen Würfe (die Würfel wur- 
den nicht unterschieden) wenigstens einmal zum Vorschein gekommen 
war; es waren dazu 97899 Würfe notwendig, die dann auf 100000 
ergänzt worden sind; alle Würfe wurden notiert. Aus der Fülle der 
Resultate sei nur angeführt, daß sich die relative Häufigkeit eines 
unpaaren Wurfs 

aus 100 Würfen mit 0*88, 

„ 1000 „ „ 0-836, 

„ 10000 „ „ 0-8351, 

„ 100000 „ „ 0-83533 

ergab, wahrend die Wahrscheinlichkeit eines solchen Wurfes ^ = 083333 . . . 
betragt. 

Ausführlicher soll hier auf eine jüngere Versuchsreihe*) Wolfs 
eingegangen werden, weil ihre Ergebnisse geeignet sind, manches von 
den vorausgehenden allgemeinen Erörterungen zu illustrieren. 

Mit zwei Würfeln, deren einer rot gebeizt war, so daß alle mög- 
lichen 36 Verbindungen der Würfelseiten unterschieden werden konnten, 
sind 20000 Würfe gemacht und die erschienenen Kombinationen ver- 
zeichnet worden. Das Resultat der Zählung war folgendes: 





' 




Weißer Würfel 








Nr. 


1 


2 


3 


4 


6 


6 


1 


1 


647 


587 


500 


462 


621 


690 


L ^-^ 


609 


656 


497 


636 


651 


684 






- 






— 






3 


5U 


540 


468 


438 


687 


629 


1 * 


462 


607 


414 


413 


609 


611 


1 
















' 5 


551 


662 


499 


606 


658 


672 




1 6 


563 


698 


519 


487 


609 


646 



1) Eine allgemeine Theorie der Untersuchung von beobachteten Reihen zu- 
fälliger Ereignisse nach übergreifenden Gruppen, die sich weittragender Methoden 
bedient, hat H. Brnns gegeben: Das Gruppenschema für zufällige Ereignisse. 
Abhandl. d. Leipz. Ges. d. Wissensch., XXIX. Bd. (1906), p. 579—628. 

2) Schriften der Naturforsch. Gesellsch. in Bern 1849 bis 1851, 1858; Natur- 
forsch. Qeaellsch. in Zürich, 38 (1893). 

8) Drei Mitteilungen über neue Würfelversuche. Naturforsch. Gesellsch. in 
Zürich, 86, 27 (1881—1883. 
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Gleiche Möglichkeit der Fälle vorausgesetzt, ist ^- die Wahr 



scheinlichkeit jeder einzelnen Kombination und ^ • 20000 =» 556 ihre 

OD 

wahrscheinlichste Wiederholungszahl. Die Abweichungen von dieser 
Zahl und ihre Quadrate sind aus der folgenden Zusammenstellung zu 
ersehen. 



« = 20000; p- 



36 



m 


\m-8p\ 


(m -«!>)« 


418 


143 


20449 


414 


142 


19884 


438 


118 


13924 


462 


94 


8886 


462 


94 


8886 


468 


88 


7744 


487 


69 


4761 



468 


88 


7744 


487 


69 


4761 


497 


59 


3481 


499 


67 


3249 


600 


66 


3136 


606 


50 


2500 


607 


49 


2401 


609 


47 


2209 


614 


42 


1764 


619 


37 


1369 


636 


21 


441 


640 


16 


266 


647 


9 


81 


661 


6 


26 


662 


6 


36 


663 


7 


49 


687 


31 


961 


687 


31 


961 • 


698 


42 


1764 


609 


53 


2809 


609 


63 


2809 


611 


65 


3026 


621 


65 


4225 


629 


73 


5829 


646 


90 


8100 


651 


96 


9026 


665 


99 


9801 


668 


102 


10404 


672 


116 


13456 


684 


128 


16384 


690 


134 


17966 


20000 


2376 


212440 



Die wahrscheinliche Abweichung 



0,476936 '[/2 • 20000 • 3^ • ^ - 13, • 
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führt zu den Grenzen 543, 569, zwischen welchen am wahrschein- 
lichsten die Hälfte der m, d. i. 18 derselben zu erwarten wären; in 
Wirklichkeit liegen aber nur 4 zwischen diesen Grenzen (547, 551, 
562, 563). 

Der theoretische Wert der mittleren Abweichung: 



V'- 



20000. "l^-j;- 23,2 



ergibt sich wesentlich verschieden von dem aus den wirklichen Ab- 
weichungen berechneten: 



r 



212440 „ß a 



Ähnlich verhält es sich mit der durchschnittlichen Abweichung, deren 
theoretischer Wert sich mit 18,54 ergibt, während sie sich aus der 
Summe der \ m — sp \ mit 66 berechnet. 

Die Beobachtimgsreihe zeigt also in jeder Beziehung so erheb- 
liche Widersprüche gegenüber der Theorie, daß man mit Sicherheit 
den Schluß ziehen darf, es seien die Bedingungen, welche der wahr- 
scheinlichkeitstheoretischen Behandlung zugrunde liegen, bei den Ver- 
suchen nicht erfüllt gewesen. Da nun die Art ihrer Ausführung eine 
Begünstigung einzelner Fälle ausschließt, so kann der Grund nur in 
Unregelmäßigkeiten der Würfel liegen, welche bewirkten, daß die 
Würfelseiten nicht als gleichmögliche Fälle sich darstellen. Dieser 
umstand verrät sich schon durch den systematischen Charakter der 
Abweichungen, den ein Blick auf die erste Tafel deutlich erkennen 
läßt: die Kombinationen, welche die Seite 4 des einen Wie des andern 
Würfels enthalten, sind weniger zahlreich vertreten, während die 
Kombinationen mit 6 auffällig häufig erschienen sind. ^) 

91. BrfUiningen betreffend geometrisohe Katerlen. Das 
Nadelproblem hat zu wiederholten Versuchen Anlaß gegeben; wenn man 

in der dafür geltenden Formel (Nr. 53) |> = - - für p die aus den Ver- 
suchen resultierende relative Häufigkeit der Fälle, wo die Nadel eine 
der Parallellinien kreuzt, einsetzt, so ergibt sich eine empirische Be- 
stimmung für ;r; gerade dieser Umstand hat anregend gewirkt. 

Die erste Versuchsreihe hat R. Wolf 1850 ausgeführt; die 
Parallelen waren im Abstände von 2a » 45 mm gezogen, das aus 

1; R. Wolf hat unter Hinzuziehung einer Hypothese über die Abhängig- 
keit der Wahrscheinlichkeit der Würfelseiten von der Lage des Schwerpunktes 
und weiterer Versuchsreihen folgende Wahrscheinlichkeiten ermittelt: 

Nr. 1 2 3 4 6 6 

Weißer Würfel 0,16230 0,17245 0,14486 0,14206 0,18176 0,19660 

Roter Würfel 0,17036 0,18166 0,16880 0,14680 0,17240 0,17110 
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einer Stricknadel herausgebrochene Versuchsstück hatte die Länge 
2c -= 36 mm. Wolf warf die Nadel in Serien zu je 100 und erteilte 
der Tafel nach jeder Serie eine kleine Drehung; im ganzen kam die 
Nadel in 2532 von den 50 • 100 = 5000 Würfen über eine der 
Parallelen zu liegen; mit dieser relativen Häufigkeit ei^ibt die Formel 
für TT den Wert 3,1596. 

Von späteren Versuchsreihen seien angeführt:^) 

M. A. Smith (1855) aus 3204 Würfen • • • 3,1553 
Kapt. Fox (1894) aus 1120 ., • • 3,1419 

M. Lazzarini (1901) aus 3408 „ • • • 3,1415929. 
R. Lämmel^ hat Versuche zum Bertrandschen Paradoxon 
(Nr. 71) ausgeführt; doch gewinnt man aus seinen Angaben keine 
klare Vorstellung über den eingeschlagenen Vorgang. Es scheint^ 
daß es sich um den Modus 4) gehandelt habe^ für den die Theorie 
die Wahrscheinlichkeit 0,609 ergibt. Eine Serie von 5 • 100 Sehnen 
(in Kreisen von 15 cm Radius) lieferte die relative Häufigkeit 0,588, 
eine zweite von 3 • 100 Sehnen den Wert 0,644; die Zusammen- 
fassung beider Serien führte zu 0,609') 

§ 2. Das Theorem von Poisson. 

92. Entwicklung der Fragestellung. Einen wichtigen Ge- 
danken hat Poisson*) in jenen Teil der Wahrscheinlichkeitstheorie 
eingeführt, welcher sich mit der Erwartungsbildung in bezug auf die 
Ergebnisse wiederholter Versuche beschäftigt, indem er von der Voraus- 
setzung konstant bleibender Wahrscheinlichkeiten abgehend annahm^ 
daß sich die »Wahrscheinlichkeiten der in Frage kommenden Ereig- 
nisse E, E im Laufe der Versuche ändern. Es lassen sich in der Tat 
leicht Vorgänge konstruieren, bei welchen dies zutrifft; sobald man 
den Boden der Anwendungen betritt, scheint die Variabilität der Wahr- 
scheinlichkeiten die Regel zu bilden. 

Das Problem, mit dem wir uns hier zunächst beschäftigen, be- 
steht in folgendem: Es werden s Versuche oder Beobachtungen über 
die beiden entgegengesetzten Ereignisse Ey E angestellt, denen im A-ten 



1) Periodico di matematica, 1901, p. 140 — 143. 

2} 1. c, p. 88—89. 

ä) Ich ließ kürzlich von meinen Hörern Versuche zum Modus 6) anstellen, 
dem die Wahrscheinlichkeit 0,746 entspricht. Von 2060 Sehnen fielen 1467 
länger aus als die Dreiecksseite, woraus sich die relative Häufigkeit solcher 
Sehnen mit 0.7078 ergibt. Die Versuchsblätter zeigten, daß es nicht leicht sei, 
den Prozeß so zu führen, daß eine angenähert gleichmäßige Verteilung der 
Punkte Platz greift. 

4) Recherches sur la probabilit^ etc. Paris 1837; deutsch von H. Schnuse» 
Braimschweig 1841, 4. Kapitel. — Außerdem Abhandlungen in den Compt. 
rend. 1, 2 (1886, 1886). 
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Yersuche (i — 1, 2, • • • 5) die Wahrscheinlichkeiten pj^, Qx^ ^ —Px 
zukommen. Gefragt wird nach der Wahrscheinlichkeit, daß sich die 
Ereignisse in einer bestimmten Anzahl von Malen wiederholen; nach 
derjenigen Kombination, welche unter allen die größte Wahrscheinlich- 
keit besitzt; endlich nach der Wahrscheinlichkeit, daß die Wieder- 

holnngszahlen m, n von E, E, oder die Verhältnisse — , — , welche 

die relative Häufigkeit des Erscheinens ausdrücken, vorgegebene 
Grenzen nicht überschreiten. 

Zur schematischen Darstellung der Sachlage denke man sich 
8 Urnen Ui (A — 1, 2, • • • s), welche mit weißen und schwarzen 
Kugeln in solchem Mengenverhältnis gefüllt sind, daß die Urne Ui 
dem Erscheinen einer weißen Kugel die Wahischeinlichkeit pj^, dem 
Erscheinen einer schwarzen Kugel die Wahrscheinlichkeit g^ verleiht; 
aus jeder Urne wird eine Kugel gezogen. Wiewohl die Reihenfolge, 
in welcher die Urnen darankommen, für den Erfolg gleichgültig ist, 
stelle man sich, um mit der obigen Formulierung im Einklänge zu 
bleiben, vor, daß die A-te Ziehung aus der Urne Ux geschehe. 

Bei kleinem s kann die Beantwortung der oben gekennzeichneten 
Fragen auf dem Wege der direkten Rechnung geschehen. Beschwerlich 
wird dieser Weg aber schon bei einigermaßen großem s (etwa von 
der Ordnung einiger Zehner), und ganz unverwendbar bei sehr großem s. 
Für diesen Fall hat nun Poisson Näherungsformeln entwickelt mit 
Hilfe einer Analyse, welche in ihrer Grundlage auf Laplacle ^) 
zurückführt. 

98. Ableitnng des Theorems. Die Entwicklung des Pro- 
duktes 

1 

nach Potenzen von u und v befolgt solche arithmetische Regeln, daß 
der Koeffizient von ü^v** die Wahrscheinlichkeit für das m- malige 
Eintreffen von E und das »-malige Eintreffen von E bedeutet. Be- 
zeichet man diese Wahrscheinlichkeit mit ?7^ „ imd ersetzt u durch 
c*', V durch e~'% unter i die imaginäre Einheit verstanden, so wird 

1 

Durch Multiplikaiion mit g- ("*-")'« entfällt der exponentielle 
Faktor bei U^^ und nur bei diesem Gliede. Integriert man hierauf 
in bezug auf x zwischen den Grenzen — ;r, tt, so fallen rechter Hand 

1) Theorie analyt., art. 8. 
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alle Glieder bis auf das mit 17^ „ behaftete aus, weil fßr jedes ganz- 
zahlige r (mit Ausschluß der Null) 

n 

Je^^dx =- 

-TT 

ist, und es ergibt sich für t/„ ,, die Darstellung: 

n 

fr„, = J- rXe-<"'-")"da;. 

— TT 

Nun ist 



1 



wenn 



p^ =» ycos* X + {pi — qj^y sin^a; == "[/l — 4|>;i3i sin'rr (1) 

und 

gesetzt wird; mit den Abkürzungen 

27 p, -R, ^ip,~0 (3) 

1 1 

wird also 

X = ü (cos * + / sin 0) 
und 

TT 

J7^^ — _ / U { COS (0 — m — na;) + / sin(* — m — na?)}(ia; 

-ir 

TT 

= — I Rcos(0 — m — nx)dxy 

— n 

wenn man beachtet, daß R vermöge (1) eine gerade, hingegen 
wegen (2) eine ungerade Funktion von x ist. Aus denselben Gründen 
kann auch 
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n 
üm,n ^ "^ / i? COS (* — W — flx) dx 

geschrieben werden. 

Zerlegt man das Integrafcionsgebiet in die Teile (O, y j , f y , n\ 

nnd substitoiert in dem zweiten Teile x^n --^^ so geht über in 
{m-{*n)7C — ^y während B keine Änderung erfiihrt; das zweite Teil- 
integral lautet dann 



% 



P 



JJ COS (m + n» — * 4- w — ng — w — UTt) rfg , 
und dies ist gleich 

/ Ucos(2nÄ— <& + m — nS)flfg=« / Rc08{O — m — ni)dli, 

stimmt also dem Werte nach mit dem ersten Teilintegral überein, 
so daß 

TT 

y 



ist 

Unter der Yoranssetzung, daß kein i^^ ^^^ Qi ^^^ ^^^^ ^^^^ ^^^ 
Einheit sehr nahe liegt, kommt kein Faktor yon 

1 

der Einheit nahe, und es wird R um so kleiner, je weiter sich x von 
der unteren Integralgrenze entfernt; belangreiche Werte nimmt es 
nur in der Nähe dieser Grenze an und kann hier annähernd durch 

1 

der Logarithmus von R durch 

- x^^2p^q, 
ersetzt werden; mit der abkürzenden Bezeichnung 



156 Enter Teil. Wahiscbeinlichkeitstheorie. 



-/ 



Ä./) 



*-k-".^' (») 



8 



wird also näherungsweise 

iJ:=e- **'*•. (6) 

Weiter folgt aus 

mit Benützung des Wertes yon Q;^ aus (1) und bei Beschränkung auf 
kleine Werte von x 

sin 9^ = (p;, - (?J (1 + 2p;,q^x^) (x - ^ + • • •) 

daraus durch Inversion 

demzufolge ist, wenn man die abkürzenden Bezeichnungen: 
2Pi Pi+ Pt + '" + P. ^^ ^g,_9i4-g. + - + g , 

_. _ h (8) 

einführt, 

<P = 5(l> — g)a- -|- sAar*. (9) 

Mit diesen Näherungswerten von R und stellt sich jetzt U^ ^ 
wie folgt dar: 

T 

Der Koeffizient von x kann umgeformt werden in 

s\p-T-(9-v)]-'9, (10) 

1) Für den numerischen Weit von k I&fit eich eine obere Grenze angeben. 
Da nämlich -j der größtmögliche Wert des Produktes p^ ^^ i®* ^ »o kann 

^p. 5 den Wert - nicht überschreiten; infolgedessen ist 
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wobei, vermöge p + q =^ 1 und m + n^^ 8, g den doppelten Unter- 
schied jp — ^ (oder auch den doppelten Unterschied - — q\ bedeutet. 

Wird hierauf der Kosinus entwickelt; hierbei aber über die dritte 
Potenz Yon x nicht hinausgegangen , so verwandelt sich der obige 
Ausdruck in: 

i 

t «,« ■" ^ / ^~'*''^ { COS (s(jx) — shx^ sin (sgx) ] dx 



und durch die Substitution 

xy$ = z 



weiter in: 



:k7 



Wegen der mit wachsendem z außerordentlich rasch fallenden 
Exponentialfunktion wird der Wert der Funktion unter dem Integral- 
zeichen schon innerhalb des Integrationsintervalls sehr klein und 
außerhalb desselben so geringfügig, daß es auf den Wert von U^^ 
keinen merkbaren Einfluß übt, wenn man die obere Grenze durch oo 
ersetzt. 

Nun ist^) 



'e-^^' cos(ßzVs)dz =^y/,e'''''; 







daraus ergibt sich durch Diöerentiation nach g: 

AB 



/' 



weiter durch Differentiation in bezug auf k: 

00 



y 



1) Man kommt zu dem Werte / dieses Integrals, indem man es nach g 

differentiiert, das Integral , durch partielle Integration entwickelt und die so 

entstandene Differentialgleichung integriert; zu dem Werte der Integrations- 
konsfcaaten führt die Annahme g^O. 
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woraus sich 



fe-"*^«.(s,Vi)ä. — '^{i-^, 



4i> 





berechnet. 

Nach Einführung dieser Integralwerte in den letzten Ausdruck 
für Z7^ „ wird, wenn man noch 

^ = ö (11) 

setzt, 

Wenn man auf die Bedeutung von g zurückgeht, so drückt £7^^ 
die Wahrscheinlichkeit aus, daß die Ereignisse JE, ^ in den Wieder- 
holungszahlen 

m = 8p — JcdYSf n^^ sq + kOYs 

erscheinen. 

Für die Wiederholungszahlen 

m' =. 5i> + te i/s, w' -= sg - ke yi 

besteht dementsprechend die Wahrscheinlichkeit 

''"■•■- i^L' + i??!'»-^'^]'-'- (>') 

Hiemach ist die Wahrscheinlichkeit, daß sich die Wiederholungs- 
zahl des Ereignisses E yon der 2^ahl sp um kOY^ i^^^ ^^' oder 
abwärts unterscheide, 

77 4- 77 , ,« _?_/»-«» 
kyns 

und dies ist am größten für 0^0. 

Daraus ergibt sich als erstes Resultat: 

„Die wahrscheifUicJiste unter aUen Kombinationen ist diejenigej in 
welcher sich die WiederhdlungsmJüen der Ereignisse E und E so ver- 
hauen wie ihre durchschnittlichen Wahrscheinlichkeiten p, q im Laufe 
der Versuche,'' 

Denn nach den Formeln (7) sind p, q die arithmetischen Mittel 
der Wahrscheinlichkeiten pj^, q^ und ergänzen sich so wie diese zur 
Einheit. 

Setzt man 

und denkt sich unter | eine ganze Zahl, so wird die Wahrscheinlich- 
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keit P, daß die WiederholuDgszahl m von E zwischen die Grenzen 
sp — l und sp + l falle, ausgedrückt sein durch 



^ kyns kyns^ 

der negative Teil rührt daher, daß in der Summe die Wahrschein- 
lichkeit der Abweichung doppelt gezählt ist. Verwandelt man die 
Summe nach der in Nr. 76 angegebenen Methode in ein Integral^ 
so wird 

kynsj ky%B 



oder einfacher, wenn man 

kyi '' A-yi 



ri.-', ^-y 



setzt, 

P = -?- Ie-^dt + ^^ (14) 

y^^ ^ ky^8 ^ ^ 

Die zweite Aussage, die mit der vorigen zusammen Paissons 
Theorem ausmacht, lautet demnach wie folgt: 
,yEs ist mü der Wahrscheinlichkeit 



-rJ' 



e-^dt + 



-y» 



kyn8 



ZU erwarten, daß die Wiederholungszahl m des Ereignisses E zwischen 
die Grenzen 

sp T ykYs, 

die rdative Häufigkeit - dieses Ereignisses also zwischen die Grenzen 

ys 

fallen werde,^ 

Die wichtigste Folgerung aus diesem Satze geht dahin, daß durch 
entsprechende Vermehrung der Versuche die Grenzen, innerhalb welcher 

das Verhältnis — mit einer der Einheit beliebig nahen Wahrschein- 
lichkeit zu erwarten ist, beliebig eng gezogen werden können. Bei 
der Begründung dieser Schlußfolgerung ist auf den im Gange des 
Beweises hervorgehobenen Umstand Rücksicht zu nehmen, daß k un- 
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abhängig von der Größe der Versuchszahl an eine obere Grenze 
(l/-j gebunden ist. 

Das Bernoullische Theorem ist als besonderer Fall in dem 
Poissonschen enthalten; denn, werden die Wahrscheinlichkeiten p^ 
untereinander gleich und gleich p, so sind auch die q^^ einander gleich 
und gleich g; 



,1/3 



geht über in y2pqy und die Ausdrücke für P, die Grenzen von m 

und — verwandeln sich in diejenigen, welche das Bernoullische 

Theorem anführt. 

Eine Bemerkung möge schon an dieser Stelle Platz finden. In 
bezug auf das wahrscheinlichste Ergebnis der s Versuche ist es ebenso, 

als ob sie bei konstant bleibender Wahrscheinlichkeit p =- ^^— aus- 

geführt worden wären; auf andere Beziehungen darf aber diese Analogie 
nicht übertragen werden. 

94. Beispiel ZLTII. Es liegen drei Urnen Ä^, Ä^, A^ vor; 
die erste enthält 2 weiße und 3 schwarze, die zweite 3 weiße und 
2 schwarze, die dritte 1 tveiße und 4 schwarze Klügeln. Man macht 
aus A^ 200, aus A^ 400, aus A^ 600 Ziehungen, wobei die gezogene 
Kugel jedesmal wieder zurückgelegt tvird. Welches ist das wahrschein- 
lichste Besultat dieser Ziehungen und ivelclies die wahrscheinliche Ah- 
weidiung von diesem? 

Die durschschnittlichen Wahrscheinlichkeiten für die weiße und 
schwarze Kugel sind 

2 3 1 3 2 4 

4-2 4-3 ''-1-2.4-3.- 

^^ _ _^__± 1_1 _ 5 ^ 6^6 19 

^ 6 ""30' ^ 6 ^3Ö' 



Mit diesen berechnen sich die wahrscheinlichsten Wiederholungszahlen 



sp - 1200 . 5^ - 440, 53-1200-^2 = 760. 



Ferner ist 



-]/..; 



1 + 2. «. + 3.* 



die wahrscheinliche Abweichung, wenn man in dem Ausdrucke für P 
das zweite Glied unbeachtet lÄßt, beträgt also 

gkYs^ 0,476936 • 0,63246 • yTSfÖO - 10,3 • • ., 
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80 daß die Wiederholongszahl der weißen Kugeln mit der Wahrscliein- 

lichkeit zwischen den Grenzen 430 und 450 zu erwarten ist. 

Anders ergeben sich diese Grenzen, wenn die 1200 Ziehungen 
aus einer Urne gemacht werden, welche der weißen Kugel die Wahr- 

sclieinlichkeit ^ verleiht, also beispielsweise aus einer Urne mit 

11 weißen und 19 schwarzen Kugeln; dann ist nämlich die wahr- 
flcheinliche Abweichung 



0,476936 ]/2 • 1200 • [J • JJ - 11,1 



die wahrscheinlichen Grenzen für die Wiederholungszahl der weißen 
Kugeln sind also 439 und 451, weiter als im andern Falle. 

95. Mittlere Abwelohnng. Für die Wahrscheinlichkeit einer 
Abweichung yom absoluten Betrage ^ ergab sich der Näherungs- 
ausdruck: 

2 

7--^ 



k^4 



Multipliziert man diesen Ausdruck mit §' imd integriert, g als stetige 
Variable auffassend, zwischen den Grenzen und oo, so ergibt sich 
das mittlere Quadrat der Abweichung l, nämlich: 



OD ^ 



V^ J 



'dt 



k*8 

weil das Integral (s. Nr. 12) den Wert ■- hat. Mit Rücksicht auf 
den Wert von k, Gleichung (5), ist also 

^ii*)-2Pxq,; (15) 

die Quadratwurzel hieraus ist die mittlere Abweichung von der wahr- 
scheinlichsten Wiederholungszahl. 

Bestünde hingegen durch die ganze Dauer_der Versuche dieselbe 
Wahrscheinlichkeit für E und so auch für E, nämlich die durch- 
schnittliche Wahrscheinlichkeit p, beziehungsweise q, so ergäbe sich 
nach Nr. 80 als mittleres Quadrat der Abweichung: 

^,iP) - spq. 

C I u b e r , Wahnoheinliohkeitsreohnang. L 8. AafL 1 1 
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Um diese beiden Werte miteinander Tergleichen zu können, 
bringen wir sie auf folgende Gestalt: 

S)(J«)-,),(1 -!>,) + ft(l _p,) + ... +^,.(1 -p,) 
= l>i + ft+---+A-(i'?+Ji + ••• + ??), 
5E), (I») - ^gi+ft+'+f. ^1 _ P}+Pi+_::±p,^ 

mithin ist 



also 






3)(i«)<S)i(i«). 



Daraus ergibt sich der Satz: 

,J)ie miiÜere Abweichung vom wahrscheinlichsien BesuUaie ist 
kleiner, die Präzision also größer^ wenn die Ziehungen in der he- 
schrid>enen Weise aus verschiedenen Urnen vorgenommen werden , als 
wenn sie aus einer Urne erfolgten, die deni Erscheinen von E die durch- 
schnitUiche WaJirscheinlicKkeit verleihV^ 

Würden a Reihen von je 5 Versuchen auf die erste Art aus- 
geführt werden, so wäre f&r die dabei zum Vorschein kommenden 
Quotienten 



Htj fll] 



8 



welche die relative Häufigkeit des Erscheinens von E in den einzelnen 
Reihen darstellen, eine andere wahrscheinlichste Verteilung oder Dis- 
persion um den Wert p zu erwarten als für die Quotienten 

welche sich er^ben, wenn die z Ziehungsreihen aus einer und der- 
selben Urne vorgenommen worden wären, welche dem E die durch- 
schnittliche Wahrscheinlichkeit p verleiht. Der Unterschied bestünde 
darin, daß sich die Reihe (R) enger um den Wert p zusammendrängte 
als die Reihe (R'). Bezeichnet man die wahrscheinlichste Dispersion 
der Ergebnisse von Reihen, welche nach Art der Reihe (R'), also 
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unter beständig gleichbleibenden Umständen ausgeführt werden, als 
normale Dispersion, so gebührt der Verteilung der Ergebnisse der 
Reihe (R) die Bezeichnung untemormdle Dispersion.^) 

86. Beispiel ZLVlll. Eine Urne enthalt 6 Kugeln, davm 
sind 6p iveißf 6q schwara. Man macht s (< ö) Ziehungen, ohne die 
geeogenen Kugeln zurächnUegen. Wie groß ist unter der Voraussetzung^ 
daß 6, s und 6 — s große ZaJden seien, die Wahrscheinlichkeit, daß 
sp + l weiße und sq — l schwarze Kugeln zßm Vorschein kommen? 

Der Fall ist dadurch bemerkenswert, dafi sich die Wahrscheinlich 
keiten für das Ziehen einer weißen, resp. schwarzen Kugel, die yor 
B^pnn der Ziehungen p, q sind, im Laufe derselben auf unbekannte 
Art ändern. 

Der strenge Ausdruck für die verlangte Wahrscheinlichkeit ist: 

T. '} 

' (sp-\'t)Hsq-Dl 

g j> (<l j? — 1) ■ • ♦ (tf p — 8J) — t + 1) • tf g (gg — 1) » > > (tf g - < g + ^ + ^) . 
tf (tf — 1) . . . (ff — « + 1) ' " » 

der erste Faktor gibt die Anzahl der Arten an, auf welche das be- 
zeichnete Ereignis eintreten kann, der zweite gibt die Wahrscheinlich- 
keit bei einer bestimmten Anordnung der Kugeln, die aber für alle 
Anordnungen die gleiche ist. Nun läßt sich T^ wie folgt durch lauter 
Fakulföten ausdrücken: 

y ^ j! (fff>)!( ffg)!(ff- 8)\ 



{sp + T)l{8q-l)\[{ö--8)p-l]l[{0-^8)q-j•^lü\ 

Unter den über 6, s und 6 — s gemachten Voraussetzungen kann 
nlherungsweise gesetzt werden (vgl. Nr. 75): 



(8p+T)\{8q-l)\^ ^ yricjpq 

[{^S)p-l]\[{6-8)q + l]\^ « yi;r(i'-^8)p-q 

daraus ergibt sich durch Multiplikation: 



{sp+l)\{8q^l)\[(6^8)p-l]\[(ü^8)q+l]\ 



pfjpqo 



9 



2xpqysla^8) 



1) Der Begriff der Dispersion und ihre Unterscheidung in normale, unter- 
noxmale und übemozmale rährt von W. Lexis her: Zur Theorie der Masaen- 
erscheinungen in der menschlichen Gesellschaft (1877), p. 22. — Vgl. auch 
J. V. Kries, Die Prinzipien der Wahrscheinlichkeitsrechnung (1886), p. 108 ff. — 
Ein Beispiel übemormaler Dispersion folgt in der nächsten Nummer. 

11* 
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Ferner ist nach Nr. 74 

tf ' 1 
— t)"Pa*"i = -^__^ • 

Durch Division der vorletzten Gleichung durch die letzte erhält man: 



pq 









Dies ist aber derselbe Ausdruck, welcher sich ergeben hätte, 
wenn die Wahrscheinlichkeiten p, q im ganzen Verlaufe der Ziehimgen 

konstant blieben, wenn jedoch statt s Versuchen deren bloß — — s 

gemacht würden. Je großer 6 gegenüber s ist, desto geringer der 
Einfluß, den das Nichtzurücklegen der Kugeln ausübt; für lim 6^<x> 

wird -^- = 1, d. h. bei einer unbegrenzten Menge von Kugeln in der 

Urne hört jener Einfluß völlig auf. 

Würde man z Beobachtungsreihen gleichen Umfanges in der be- 
schriebenen Weise ausführen und die Quotienten 



bilden, welche die relative Häufigkeit des Erscheinens einer weißen 
Kugel in den einzelnen Reihen ausdrücken^ so wäre gegenüber dem 
Falle, wo die Wahrscheinlichkeiten p, q im Verlauf der Versuche 
konstant bleiben, eine übemarmale Dispersion dieser Quotienten zu 
erwarten, d. h. eine Verteilung derselben, bei welcher sie sich weniger 
dicht um den Wert p zusammendrängen als in dem entgegengestellten 
Falle. Denn die Präzision einer Beobachtimgsreihe der oben be- 
schriebenen Art ist 



V 



6 — 8 



die einer Beobachtungsreihe mit konstant bleibenden Wahrscheinlich- 
keiten 






8 
2pq' 



die letztere also größer als die erstere. 

§ 3. Das Oesetz der großen Zahlen. 

97. Biementare Wahrsoheinliohkeiten und Dnroluiolmitts- 
wahrsoheinliohtelten. Die nähere Vergleichung des BernouUi- 
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sehen Theorems mit dem Po isson sehen gibt Anlafi zu folgenden 
Bemerkungen. 

In dem typisehen Falle^ auf welehen sich das Bernoullisehe 
Theorem bezieht^ sind die konstant bleibenden Wahrscheinlichkeiten 
Py q der Ereignisse E, E maßgebend sowohl fdr die Bestimmung der 
wahrscheinlichsten Kombination yon E, E m s Versuchen^ wie auch 
für die Präzision der Versuchsreihe und daher auch für die Dis- 
persion der Ergebnisse wiederholter derartiger Versuchsreihen gleichen 
üm£anges. 

Anders yerhält es sich in dem Falle, welcher dem Poissonschen 
Theorem zugrunde liegt. Hier gibt es wohl zwei Größen p, q, 
nämlich die arithmetischen Mittel der j!>^ und q^y die für die wahr- 
scheinlichste Kombination yon E und E bestimmend sind in derselben 
Weise wie in dem ersten Falle, sie sind aber nicht maßgebend fOr 
die Beurteilung der Präzision und Dispersion; diese hängen yielmehr 
yon den einzelnen p;^y q^ ab und können sich daher bei demselben 
p und q sehr yerschieden gestalten. 

Wir wollen diesen unterschied yorläufig dadurch zum Ausdruck 
bringen, daß wir p, q im ersten Falle als Elementarwahrschein' 
lichkeiten, im zweiten Falle als DurchschniUswaJirscheinlicMceüen be- 
zeichnen. Das yerschiedene Verhalten beider y eranlaßt uns, dem 
Wesen der Durchschnittswahrscheinlichkeiten näher zu treten. Die 
folgende Betrachtung dürfte einen hierzu geeigneten Ausgangspunkt 
darbieten. 

Eine Urne U enthalte N Kugeln, woyon G weiß, die übrigen 
schwarz sein mögen; die Wahrscheinlichkeit f&r das Ziehen einer 
weißen Kugel (Ereignis E) ist 

G 

Nun stelle man sich yor, daß die Kugeln durch irgendein Merk- 
mal^) in V Kategorien unterschieden seien, welche der Reihe nach aus 
N^, N^, ' ' ' N^ Kugeln bestehen, worunter sich G^, G^, - • - G^ weiße be- 
findenmögen; dann ist JS^+N^ H -fiV^— JV^und Gi + Gj + ••• + G,= ö, 

rond die Wahrscheinlichkeit yon E läßt sich in der Form 

g» + gf + +^r_^i^,^\^, 4.^^ 

darstellen. Dieser Ausdruck gestattet folgende Deutung: Man kann 
jetzt yon v Modalitäten des Ereignisses E (und seines Gegensatzes E) 

reden; -^ ^ ^i ^st die Wahrscheinlichkeit, daß die erste Modalität sich 
1) Z. B. durch aufgeschriebene Nummern. 
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c -- 

einstelle ; ~ = p^ die Wahrscheinlichkeit, daß dann das Ereignis E 

eintreffe^). Mit diesen Bezeichnungen schreibt sich p entweder 

P = (O^p^ + Ojft + • • + (o^p^ 
oder 

p jr , 

und erscheint bei der letzteren Schreibweise als arithmetisches Mittel 
der den einzelnen Modalitäten entsprechenden Wahrscheinlichkeiten, 
jede Wahrscheinlichkeit mit dem der Modalitat entsprechenden Ge- 
wichte genommen, also in der Form einer Durchschnitts Wahrschein- 
lichkeit. 

Man kann, um das Verhältnis der Pi, p^, * • - p^ zu dem p zu 
kennzeichnen, die ersteren Special- oder Pai^taZwahrscheinlichkeiten, 
p dagegen eine General- oder Toto/wahrscheinlichkeit nennen.*) 

Wie auch die Zerlegung in Kategorien erfolgen möge, an dem 
Wesen der Frage nach der Wahrscheinlichkeit des Erscheinens einer 
weißen Kugel wird nichts geändert, und gerade hierin ist das charakte- 
ristische Merkmal einer elementaren Wahrscheinlichkeit zu erblicken. 

Nun aber denke man sich die Kugelkategorien voneinander ge- 
trennt, indem man jede in eine besondere Urne legt; an die Stelle 
der einen Urne U treten dann v Urnen E/^, ?/,,••• U^, welche dem 
Ereignis E der Reihe nach die Wahrscheinlichkeit p^, pj, • • • p^ 
yerleihen. 

Die Frage nach der Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E kann 
jetzt verschiedene Beantwortung erfahren je nach den Bestimmungen, 
welche über die Ausführung der Ziehungen getroffen werden. 

a) Setzt man fest, daß aus einer bestimmten Urne, z. B. aus ü^f 
gezogen werden soll, so hat E die Wahischeinlichkeit p^. 

b) Bestimmt man, daß einer heliebigen Urne eine Kugel ent- 
nommen werden soll, so ist 

, 1,1 . .1 Pl+P^ + '-'+Pr 

P -^1+ ^ ft + --- + V^^^ V 

die Wahrscheinlichkeit, daß sie weiß sein werde. 

c) Man kann die Bestimmungen auch so treffen, daß bezüglich 
der Erwartungsbildung wieder die ursprünglichen Verhältnisse ein- 

1) PoisBon, Recherches etc., deutsche Übersetz., p. 100 und 115, be- 
zeichnet die Modalitäten als „Ursachen" der Ereignisse E (oder E) und belegt 
die Zahlenreihe co^ , a>, , • • • a^ mit dem Namen „Wahrscheinlichkeit^gesetz der 
Ursachen". 

2) J. V. Kries, Prinz, d. Wahrsch.-R., p. 106. — L. v. Bortkewitsch, 
Krit. Betracht, z. theoret. Statist, Jahrb. f. Nationalök. u, Stat. (8) 8 (1894), p. 642. 
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treten. Man lege in eine Hilfsume N^k Zettel mit der Nummer 1, 
N^k Zettel mit der Nummer 2, • • •, N^l Zettel mit der Nummer v 
(l bedeutet eine beliebige ganze Zahl) und ziehe zuerst aus dieser 
Urne einen Zettel-, die Nummer desselben bezeichnet die Urne, aus 
welcher die Engel zu ziehen ist. Unter diesen Umstanden ist die 
WahrscheinUchkeit für das Erscheinen einer weißen Kugel wieder . 

Auch dadurch würde dieses Ziel erreicht, daß man, statt einer, 
N^X Urnen von der Sorte C/i, N^X Urnen von der Sorte U^y - - ; 
N^k Urnen von der Sorte t/^, im ganzen ük Urnen aufstellt und 
aas einer beliebigen die Kugel zieht. 

Nun handle es sich nicht um die einzelne Ziehung, sondern um 
eine Reihe, sagen wir von s =* Nk Ziehungen. Wir wollen zwei Aus- 
fÜhrungsmodalitaten einander gegenüberstellen. 

a) Man benutze das System ?7i, U^j - - - l\ von v Urnen, mache 
N^k Ziehungen aus U^, N^k Ziehungen aus l\j • • •, schließlich 
N^k Ziehungen aus U^, die gezogene Kugel jedesmal zurücklegend 
und unter die andern mischend. Die Durchschnittswahrscheinlichkeit, 
welche bei diesem Vorgänge der weißen Kugel entspricht, ist 

P- -^ 

ß) Ikbn benütze das unter c) erwähnte System von Nk Urnen, 
worunter sich N^k von der Sorte U^ befinden usw., und mache jede 
der 8 Ziehungen aus einer beliebigen Urne des Systems, die Kugel 
jedesmal zurücklegend; dabei wird zugleich vorausgesetzt, daß die 
Urnen bestandig durcheinander gemengt werden, daß man also nicht 
wisse, aus welchen bereits gezogen worden ist. Auch bei diesem Vor- 
gange ist die Durchschnittswahrscheinlichkeit für eine weiße Kugel 

^,P. + ^\p, + '" + N,Pr 
p _ 

Zwischen diesen an Wert gleichen Durchschnittswahrscheinlich- 
keiten besteht aber ein fundamentaler Unterschied. 

Während man im Falle a) mit Sicherheit weiß, daß genau N^- 
mal die SpezialWahrscheinlichkeit j?^, genau ^"^A-mal die Spezialwahr- 
scheinlichkeit p,, usf. zur Geltung kam, läßt sich im Falle ß) keine 
bestimmte Aussage hierüber machen. Zwar ist, sofern s eine sehr 
große Zahl vorstellt, dem BernouUi sehen Theorem zufolge mit großer 
Wahrscheinlichkeit zu erwarten, daß die relative Häufigkeit, mit 
welcher die Urnen der einzelnen Gattimgen daran kommen, nicht all- 
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zuviel von den Verhältnissen ^^ , -y , • • • abweichen werde; es liegen 

aber anch erhebliche Abweichungen von diesen Verhältnissen im Be- 
reiche der Möglichkeit. 

Im Falle a) kann von einer Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E 
schlechtweg, d. i. für die ganze Dauer der Versuche, nicht gesprochen 
werden; sie ist eben N^X-mnl p^, JVgA-mal p^ usf. Im Falle ß) 
aber gibt p die Wahrscheinlichkeit von E für die ganze Versuchs- 
dauer an; damit steht keineswegs im Widerspruche, daß bei der 
AusfEihrung des einzelnen Versuches, nachdem man sich bereits für 
die üme entschieden hat, aus welcher der nächste Zug geschehen 
soll, eine der Spezial Wahrscheinlichkeiten wirksam wird; bei der 
völligen Unwissenheit über die Anordnung der Urnen besteht doch 
immer nur die Generalwahrscheinlichkeit dafür, daß man eine weiße 
Kugel ziehen werde. 

Der Fall ß) ist also völlig äquivalent der Ausführung von 
s Ziehungen aus der einen ursprünglichen Urne U, welche dem Er- 
scheinen einer weißen Kugel die Elementarwahrscheinlichkeit p gab. 
Der Fall a) aber läßt sich in keiner Weise durch Ziehungen aus einer 
einzigen Urne von gleichbleibender Füllung ersetzen. 

Man hat, um das Ergebnis der Betrachtung zusammenzufassen, 
zwei Arten von Durchschnittswahrscheinlichkeiten zu unterscheiden: 
solche von bestimmter und solche von willkürlicher Zusammensetzung, 
oder in anderer Terminologie^): konstant zusammengesetzte Durch- 
schnittswahrscheinlichkeiten und Durchschnittswahrscheinlichkeiten im 
eigentlichen Sinne. Die letzteren sind analog den elementaven Wahr- 
scheinlichkeiten. 

Daraus ergibt sich als naturgemäße Folgerung, daß auf Versuchs- 
reihen, welchen eine elementare oder eine Durchschnittswahrschein- 
lichkeit im eigentlichen Sinne zugrunde liegt, das Bernoullische 
Theorem zur Anwendung kommen kann, daß also, was den letzteren 
Fall betriflft, die Präzision lediglich nach der Durchschnittswahrschein- 
lichkeit zu beurteilen ist. Bei Versuchsreihen hingegen, welchen eine 
Durchschnittswahrscheinlichkeit von bestimmter Zusammensetzung zu- 
grunde liegt, kommt das Theorem von Poisson zur Geltung; hier 
richtet sich die Präzision nach der Zusammensetzung der Durch- 
schnittswahrscheinlichkeit. 

98. Das Oesets der großen Zahlen. Der theoretische Satz 
über den Zusammenhang zwischen der relativen Häufigkeit des Ein- 
treffens eines Ereignisses in einer großen Anzahl von Versuchen und 
seiner Wahrscheinlichkeit, der in Nr. 87 unter der einschränkenden 
Voraussetzung formuliert worden ist, daß diese Wahrscheinlichkeit 



1) L. V. Bortkewitsch, 1. c, p. 650—651. 
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Ton Versuch zu Versuch dieselbe bleibe, läßt sich jetzt auch auf solche 
Falle ausdehnen^ wo dem Ereignis eine Durchschnittswahrscheinlichkeit, 
eine konstant zusammengesetzte oder eine eigentliche, zukommt. Man 
kann nämlich mit Rücksicht auf die letzten Ergebnisse sagen: 

„Wenn zwei einander ausschließenden Ereignissen E, E solche 
im Laufe der Verwirklichungen unveränderlich bleibende Umstände zu- 
grunde liegen, daß sich fQr E eine Elementar- oder eine Durchschnitts- 
wahrscheinlichkeit p bestimmen läßt, so ist man imstande die Wahr- 
scheinlichkeit P anzugeben, mit welcher erwartet werden darf, daß 
der Unterschied zwischen der relativen Häufigkeit von E in s Ver- 
suchen, H{Ey 8), und seiner Wahrscheinlichkeit p dem Betrage nach 
über eine bestimmte Grenze nicht hinausfalle ^ und wie nahe auch P 
der Einheit gewählt wird, immer ist 

lim H{E,s)^p,'' 

t SS OK) 

Was die zi£fermäßige Ermittlung der Grenze und des ihr eut- 
sprechenden P anlangt, so ist in der vorigen Nummer auseinander 
gesetzt, wann hierzu die Formeln des Bernoulli sehen und wann jene 
des Poissonschen Theorems anzuwenden sind. 

Die durch vielfältige Erfahrung auch in der Wirklichkeit be- 
Btatigte Geltung obigen Satzes in dem Sinne, daß mit wachsendem s 
die Differenz H{E,s) —p im allgemeinen der Null sich nähert, wird 
als das Gesete der großen Zahlen bezeichnet. 

Poisson, der Urheber dieser Bezeichnung^), wollte sie nur auf 
solche Ereignisse angewendet wissen, deren Wahrscheinlichkeit sich 
im Laufe der Versuche oder Beobachtungen ändert, und er vermeinte^ 
in seinem Theorem, das die theoretische Basis dieses Gesetzes aus- 
macht, und in dem er eine unmittelbare Aussage über das wirkliche 
Geschehen erblickte^), eine weittragende Verallgemeinerung des Ber- 
noullischen Theorems gefunden zu haben. Wenn man jedoch seine 
mathematische Deduktion und die zu ihr beigebrachten Illustrations- 
beispiele nachprüft, so kommt man zu der Erkenntnis, daß es sich 
um Ereignisse mit einer Durchschnittswahrscheinlichkeit im eigent- 
lichen Sinne handelt, und auf solche kann ebensogut das Ber- 
nonllische Theorem wie das Poissonsche zur Anwendung gebracht 
werden.') 



1) Comptes rendus 1 (1835), p. 478 sq. 
t) Comptes renduB 2 (1886), p. 377 sq. 

8) VgL die eingehende Beleuchtung dieses Gegenstandes bei L. v. Bortke- 
witsch, 1. c, p. 658 ff. 
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III. Abschnitt Wahrscheinliclikeiten auf Grand der Erfabrnng. 

§ 1. WalirsolieiiiliolLkeit 
der mögliclien ürsaclien eines beobacliteten Ereignisses. 

99. Bntwicklnng der ^ragesteUnng. Wenn über zwei Er- 
eignisse (Tatbestande) E und E, die einander gegenseitig ausschließen, 
ein solches Wissen zu Gebote steht; das gestattet, die Umfange 
der Realisierungsmöglichkeiten, die mit Notwendigkeit das eine oder 
das andere Ereignis herbeiführen, gegeneinander abzugrenzen und 
miteinander quantitativ zu vergleichen, so lassen sich auf Grund dieses 
Wissens allein die für die Erwartungsbildung maßgebenden Wahr- 
scheinlichkeiten berechnen, sei es, daß es sich nur um eine einzelne 
Realisierung oder um eine Folge von solchen handelt. 

Die hierdurch gekennzeichnete allgemeine Methode wird als 
Wahrscheinlichkeitsbestimmung a priori, eine nach dieser Methode be- 
stimmte Wahrscheinlichkeit auch als apriorische Wahrscheinlichkeit 
bezeichnet. Bisher waren es nur Wahrscheinlichkeiten dieser Art, die 
uns beschäftigt haben. 

Es bedeutet nun einen wichtigen Schritt in der Entwicklung der 
Wahrscheinlichkeitstheorie, daß man sie auch auf Ereignisse aus- 
zudehnen sucht, bezüglich welcher ein so geartetes Wissen nicht vor- 
liegt, wo jedoch der beobachtete Erfolg einer oder mehrerer Realisie- 
rungen zu Gebote steht. Denn die Anwendungen der Wahrscheinlich- 
keitstheorie auf Naturerscheinungen und Vor^nge des praktischen 
Lebens bieten fast ausschließlich Fälle dieser Art dar. 

Bevor es hier zu Erwartungsbildungen in bezug auf künftige 
Erfolge kommen kann, muß ein Rückschluß von dem beobachteten 
Erfolge auf die ihn bedingenden Umstände gemacht werden, und 
dieser beruht wieder auf einem Wahrscheinlichkeitsurteil. Wir nehmen 
an, das vorhandene, aber unzureichende Wissen in Verbindung mit 
dem beobachteten Ereignis gestatte die Aufstellung einer begrenzten 
oder auch unbegrenzten Menge von Annahmen über die dem be- 
obachteten Ereignis zagrunde liegenden Umstände oder Bedin- 
gungen. Sowie nun ein bestimmter, bezeichneter Erfolg aus ver- 
schiedenen Bedingungskomplexen mit verschiedenem Grade der Wahr- 
scheinlichkeit zu erwarten ist, so kommt auch den verschiedenen 
möglichen Bedingungskomplexen, aus welchen ein wirklich beobachteter 
Erfolg hervorgegangen sein kann, verschiedene Wahrscheinlichkeit der 
Existenz zu. Erst wenn die Messung dieser gelungen ist, kann eine 
Berechnung über die Wahrscheinlichkeit erst zu erwartender Erfolge 
angestellt werden. 

Die Methode, welche ein zur apriorischen Wahrscheinlichkeits- 
bestimmung unzureichendes Wissen und die Ergebnisse der Erfahrung, 
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der Beobachtung^ zur Lösung ron Aufgaben verwendet, wird als Wahr- 
schmdiclikeü^>esHmmung a posteriori bezeichnet. Unter einer aposterio- 
rischen Wahrscheinlichkeit ist daher eine solche zu verstehen, bei 
deren Berechnung auch die Erfahrung mitgewirkt hat. 

Es ist in der Wahrscheinlichkeitstheorie üblich geworden, die für 
die Erwartungsbildung maßgebenden Umstände im Hinblick auf ein 
ungewisses Ereignis seine Ursache zu nennen. In diesem Sinne spricht 
man auch von den möglichen Ursachen eines beobachteten Ereigniases 
und meint darunter die verschiedenen Bedingimgskomplexe, aus welchen 
das Ereignis hervoi^egangen sein kann. Es besteht hier ein Wider- 
spruch mit dem gewöhnlichen Sprachgebrauch, indem unter Ursache 
nicht das verstanden wird, was dem Ereignis das Eintreffen, die 
Existenz, mit Notwendigkeit verleiht, sondern etwas, was sie ihm 
verleihen kann. Am zutreffendsten w^e es wohl, von Annahmen 
oder Hfpofhesen über die dem beobachteten Ereignis zugrunde 
liegenden Umstände zu sprechen; in vielen Fällen erweist sich die 
Bezeichnung „Entstehungsmodi'' des beobachteten Ereignisses als zu- 
treffend.^) 

Wir gehen nun daran, dasjenige Theorem in seinen verschiedenen 
Formen abzuleiten, auf welchem die Beurteilung der Wahrscheinlich- 
keit der verschiedenen Ursachen beruht, denen ein beobachtetes Er- 
eignis zugeschrieben werden kann. Die Ableitung soll an schematischen 
Problemen vorgenommen werden, um deutlich erkennen zu lassen, daß 
sie keiner neuen Prinzipe bedarf und lediglich auf der Wahrscheinlich- 
keitsdefinition beruht, mit andern Worten, daß die aposteriorische Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung mit denselben logischen Schlüssen operiert 
wie die apriorische und nur in den Grundlagen der Rechnung von 
dieser sich unterscheidet. Einer späteren Stelle bleibt es dann vor- 
behalten, die Voraussetzungen, welche gemacht werden, auf ihren 
wesentlichen Inhalt zu prüfen und zu untersuchen, wieweit sie in 
besonderen Fällen erfüllt sind. 

lOO. Theorem von Bayes^) für den Fall, daß die Ursachen 
a priori gleichmöglich sind. 

Wir stellen folgendes Problem zur Lösung: 

,^s liegen n äußerlich gleiche Urnen U^j l\, ... lj\ von folgen- 
der Füllung vor: 



1) Vgl. hierzu J. v. Kries, Prinz, d. WalirBcheinlichkeitsrechnung, p. 122» 
und E. Stumpf, Über den Begriff d. mathem Wahrsch. SitzuDgsber. d. Müuch. 
Ak. 1892, p. 96 ff. 

2) J. Bayes war der erste, der sich (in einer nach seinem Ableben durch 
Price veröffentlichten Abhandlung, erschienen im 6:^. Bande der Philos. Trans. 
[1764], p. 370 — 418) mit der Beurteilung der Wahrscheinlichkeit von Ursachen 
beschäftigte. Die Aufstellung und Begründung der diesen Teil der Theorie be- 
herrschenden Sätze verdankt man Laplace (Theorie analjt). 
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Ui enhält q Kugeln, dariinter a^ weiße; 

man hat aus einer der Urnen eine Kugel gezogen und sie weiß ge- 
funden. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß die Kugel aus der 
Urne U^ stammet' 

Für das beobachtete Ereignis gibt es n mögliche Entstehungs- 
modi oder Ursachen, dargestellt durch die n Urnen; die Ursachen 
sind a priori, d. h. vor der Ziehung, gleidimöglich, weil für jede Urne 

die Wahrscheinlichkeit — besteht, daß man sie wählen werde. 

Um die Lösung der Aufgabe auf die Bestimmung einer Wahr- 
scheinlichkeit im bisher geläufigen Sinne zurückzuführen, gestalten wir 
die Bedingungen folgendermaßen um. 

Zunächst bringen wir die Urnen auf gleiche Kugelzahl, ohne das 
Mischungsver^öZ^nis in Ansehung der weißen Kugeln zu ändern. Ist t; 
das kleinste gemeinschaftliche Vielfache (oder ein Vielfaches) der 
Zahlen Cj, c^, ... c^, und ist 

^_y^c^_y^c, = -..-y„c„ (1) 

so enthalten die Urnen je v Kugeln und darunter 

yi(^i7 y««8; ••• n«« 

weiße. 

Nun dürfen, ohne daß die ursprüngliche Gleichmöglichkeit der 
Einzelfälle gestört würde, die Inhalte der Urnen in einer Urne U 
vereinigt werden; vorher jedoch sollen die Kugeln jeder Urne mit 
der gleichen Nummer versehen werden, welche die Urne trägt, um 
sie auch jetzt noch nach ihrer Abstammung unterscheiden zu können. 

Die ursprünglich gestellte Frage ist jetzt identisch mit der folgen- 
den: Eine aus der Urne U gezogene Kugel war weiß; wie groß ist 
die Wahrscheinlichkeit, daß sie mit der Nummer t bezeichnet sei? 

Aber auch diese Frage kann vermöge des Umstandes, daß die 
Farbe der gezogenen Kugel bekannt ist, durch eine andere ersetzt 
werden: Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, aus einer Urne ü', in 
die man aus U nur die weißen Kugeln gelegt hat, eine Kugel mit 
der Nummer i zu ziehen? 

Und die Antwort hierauf ist auf Grund der Wahrscheinlichkeits- 
definition gegeben durch: 

v n. 



yi«i + yj«8H ^yn^n 

Ersetzt man die y durch ihre Werte aus der Relation (1), so wird 
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P. 



a. a 
•^ ^ 



„«. + „??+... + „£- «. + ?. + ... + !- 

^ ^ ^- ^l ^f ^H 



a 
nun ist aber - »= p^ die Wahrscheinlichkeit, aus der Urne ü) eine 



^i 



weiße Kugel zu ziehen; demnach ist schließlich die Lösung für das 
nrsprüDglich gestellte Problem: 

Abstrahiert man you dem zugrunde gelegten Umenschema, so 
ergibt sich der einfachste Ausdruck des Bay es sehen Prinzips in dem 
folgenden Satze: 

„Wenn ein beobachtetes Ereignis E mehreren a priori gleich- 
möglichen Ursachen zugeschrieben werden kann, jedoch so, daß eine 
Ton ihnen notwendig wirksam war, so ist die Wahrscheinlichkeit, daß 
die Ursache ü^ es war, gleich der Wahrscheinlichkeit, mit welcher 
das Ereignis aus ihr zu erwarten ist, geteilt durch die Summe der 
auf alle Ursachen bezogenen Wahrscheinlichkeiten dieses Ereignisses/' 

Eine besonders durchsichtige Darstellung erhalt der Satz durch 
Heranziehung des Begriffs der relativen Wahrscheinlichkeit-, denn alle 
in (2) vorkommenden Buchstaben bedeuten relative Wahrscheinlich- 
keit, u. zw. 
p^ die Wahrscheinlichkeit von E unter der Voraussetzung, daß U^ 

wirksam ist, also SB[7,.(J?), 
Pj die Wahrscheinlichkeit von l\ unter der Voraussetzung, daß E 

eingetreten ist, also 833/; (D^); 
infolgedessen kann (2) in der Gestalt geschrieben werden: 

2B>:(?^;)="-?^-- (2*) 



^»i.,(-E) 



Hieraus ergibt sich die Bemerkung, daß die Wahrscheinlichkeit 
einer Ursache proportional ist der Wahrscheinlichkeit, welche sie dem 
beobachteten Ereignis verleiht; daraus folgt weiter, daß die größte 
Wahrscheinlichkeit jener Ursache zukommt, aus welcher unter allen 
das beobachtete Ereignis mit der größten Wahrscheinlichkeit zu er- 
warten ist. Die Grenze dieses Zusammenhanges ist der Kausal/nexus: 
Wo Ereignis und Ursache durch das Prädikat der (gegenseitigen) 
Notwendigkeit miteinander verknüpft sind, ist aus der Existenz des 
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Ereignisses auch auf die Existenz der Ursache mit Sicherheit zu 
schließen. 

101. Theorem von Bayes für den Fall^ daß die Ursachen 
a priori verschiedene Wahrscheinlichkeit besitzen. 

Es sei das folgende Problem zu lösen: ,,Eine Urne enthält <; Kugeln; 
davon sind c^ mit der Nummer 1 bezeichnet und a^ davon weiß; c^ 
mit der Nummer 2 bezeichnet und a^ davon weiß usf. bis zur Nummer n. 
Es ist eine Ziehung gemacht und konstatiert worden^ daß die gezogene 
Kugel weiß ist. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß sie die 
Nummer i trage?" 

Für das beobachtete Ereignis gibt es n Entstehungsmodi; dar- 
gestellt durch die Gruppen gleichbezeichneter Kugeln; weil diese 
Gruppen ungleich zahlreich ßind, so bestehen a priori verschiedene 
Wahrscheinlichkeitsgrade der Ursachen. 

Mit Rücksicht darauf, daß die Farbe der gezogenen Kugel bekannt 
ist, kann die Aufgabe in eine andere umgewandelt werden, indom man 
die weißen Kugeln, in der Anzahl 

a = a^ + flfj • • • + a^ 

vorhanden, in eine andere Urne legt und nun die Frage nach der 
Wahrscheinlichkeit stellt, daß ein Zug eine mit der Nummer i be* 
zeichnete Kugel bringe. 

Diese Wahrscheinlichkeit ist aber 

P =. ?<=, 



ihr Ausdruck läßt sich wie folgt umformen: 



c a 

c c, 
P_ jL 



(h <h c^ a^ 



c a 

n n 



ZL -L. « _?. _L . . . J 1 _*L 

C C^ C C^ ^ C C 

C 

nun ist — =^ a)^ die Wahrscheinlichkeit, eine Kugel aus der mit der 

Nummer i versehenen Gruppe zu ergreifen, also die apriorische Wahr- 
scheinlichkeit der Ursache, um deren Wahrscheinlichkeit a posteriori 

a 
gefn^ wird, und ~ « l>< die Wahrscheinlichkeit, welche diese Ursache 

dem beobachteten Ereignis verleiht. Die Lösung des gestellten Pro- 
blems ist also durch 

p ^ v± C3\ 



gegeben. 
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Das in der yorigeu Nummer formulierte Theorem erfährt also 
eine Modifikation dahin, daß die Wahrscheinlichkeit des beobachteten 
^Ereignisses nach einer Ursache jedesmal mit der apriorischen Wahr- 
•obeinlichkeit der Ursache multipliziert in die Formel eingeht^) 

Man kann die Formel (3) auch so begründen. Es handelt sich 
um das Zusammentreffen des beobachteten Ereignisses und derjenigen 
Uiaache, deren Wahrscheinlichkeitsgrad man bestimmen will. Faßt 
man dieses zusammengesetzte Ereignis zuerst so auf, dafi die Ursache 
ecdstcqoit wird und durch sie das beobachtete Ereignis zustande kommt, 
80 schreibt sich seine Wahrscheinlichkeit: 

d«ui Tor dem Versuch ist o,- die Wahrscheinlichkeit der Ursache, 
welche dem beobachteten Ereignis die Wahrscheinlichkeit Pi erteilt. 
Stellt man sieh dann auf den Standpunkt, daß, wenn das beobachtete 
Ereignis eintrat, dies infolge der Wirkung der betreffenden Ursache 
geschah, so ergibt sich für dasselbe zusammengesetzte Ereignis die 
Wahrscheinlichkeit: 

((o^p^ + ca^p^ 4- . . . -f. o^pj p^; 

denn ©lÄ + ©jft + • • • + w^p^ ist die Wahrscheinlichkeit, welche 
dem beobachteten Ereignis überhaupt, ohne Kenntnis der aktiven 
Ursache, eigen ist, und P^ die Wahrscheinlichkeit, daß dieses Ereignis, 
nachdem es eingetreten, der bezeichneten Ursache zuzuschreiben sei. 
Aus der Gleichsetzung der beiden Ausdrücke ergibt sich wieder die 
Formel (8). 

Zu den relativen Wahrscheinlichkeiten in der Formel (2*) treten 
in dem gegenwärtigen Falle noch die absoluten Wahrscheinlichkeiten 
S93({7J der Ursachen vor Bekanntwerden des beobachteten Ereignisses, 
so daß die Formel (3) auch in der Gestalt 

^J^iUd = , ^ *^ *^ — - (3*) 

1 

geschrieben werden kann, aus der ihr logischer Inhalt unmittelbar 
hervortritt. 

1) K. Stumpf, 1. c, p. 96, hat für die verschiedenen hier auftretenden 
Wahrscheinlichkeiten eine Nomenklatur vorgeschlagen: Er n^nt o die vor- 
gängige Wahrscheinlickkeit, p^ den ErklÄrungswert, das Produkt ca^p^ die ab- 
strakte (i. e. von den übrigen Ursachen absehende) und P die konkrete Wahr- 
scheinlichkeit der betreffenden Ursache» 
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102. Die ▼erschiedenartige Natur der Uraaclieii. In den 

Problemen, auf welche die Ableitung der Bayesschen Regel gegründet 
worden ist, waren die möglichen Ursachen materiell existent, das eine 
Mal vertreten durch die verschieden gefüllten Urnen, das andere Mal 
durch die verschieden beziflferten Engelgruppen in einer Urne. Wahr- 
scheinlichkeit einer Ursache bedeutete hier nicht die Wahrscheinlich- 
keit, daß sie existent sei, sondern daß das beobachtete Ereignis aus 
ihr hervorgegangen war. 

Anders liegen die Dinge in dem folgenden Problem, das für viele 
Fälle der Anwendung typisch ist: „Eine Urne enthält c Kugeln, die 
nur weiß oder schwarz sein können; über den Hergang der Füllung 
der Urne ist nichts bekannt. Dagegen weiß man, daß in s Ziehungen, 
wobei die gezogene Kugel jedesmal zurückgelegt und unter die andern 
gemengt worden ist, immer eine weiße Kugel erschienen ist. Wie 
groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß die Urne a) nur weiße, b) mehr 
weiße als schwarze Kugeln enthalte?" 

Hier sind es die verschiedenen Annahmen, welche über das Ver- 
hältnis der weißen und schwarzen Kugeln in der Urne gemacht werden 
können, die man als die möglichen Ursachen des beobachteten Er- 
eignisses bezeichnet. 

Der hypothetische Charakter der Ursachen tritt hier deutlich 
zutage: nur eine der Ursachen, d. h. nur ein bestimmtes Füllungs- 
verhältnis kann existent sein; die Wahrscheinlichkeit einer Ursache 
kann hier als Wahrscheinlichkeit ihrer Existenz ausgelegt werden. 

In den Beispielen der Nrn. 100 und 101 konnte die Ursache als 
ein Ereignis, als ein Geschehen aufgefaßt werden: Greifen in die be- 
treffende Urne, Treffen der mit einer bestimmten Nummer versehenen 
Kugelgruppe. 

In dem gegenwärtigen Falle haben die Ursachen nicht die Be- 
deutung von Ereignissen, sondern die von hypothetischen TatbesiÄnden. 

Wenn hier aus dem vollständigen Nichtwissen über die Ent- 
stehungsweise der Urne die Gleichmöglichkeit aller Annahmen über 
das Füllungsverhältnis deduziert wird, so ruht die gleiche Wahrschein- 
lichkeit aller Ursachen auf einer andern Grundlage als in dem Bei- 
spiel der Nr. 100: dort war sie durch die Existenz und die äußerliche 
Gleichheit der verschieden gefüllten Urnen objektiv begründet; hier 
hat es nur eine logische Berechtigung, wenn aus dem völligen Nicht- 
wissen nach dem Prinzip des mangelnden Grundes auf die gleiche 
Zulässigkeit der möglichen Füilungs Verhältnisse geschlossen wird. 

Bei der Lösung selbst ist zu beachten, daß mit Rücksicht auf die 
vorliegende Erfahrung c Annahmen über die Füllung der Urne ge- 
macht werden können, die enthalten sind in dem Schema: 

X weiße, c — h schwarze Kugeln (^ = i, s, • • . c) ; 
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diesen Annahmen entsprechen die Wahrscheinlichkeiten 



p'-& 



(A = l,»,...c) 



des beobachteten Ereignisses. 

Die Frage a) ist nach der Wahrscheinlichkeit der Existenz der 
letzten Füllung gerichtet und hat 

p _ (c) c' 



' G)"+(l)'+ • + ©• 



l'-f 2'H -f-c* 



zur Lösung. 

Die Frage b) ist nach einer rollständigen Wahrscheinlichkeit ge- 
richtet und daher durch die Summe der P^ beantwortet, in welchen 
X großer als c — l ist; daher hat man: 
ffir ein gerades c: 

l' + 2' + . .. + «!• ' 

für ein imgerades c: 

^ C-^)-+C-^)v ■+'• 

So wäre beispielsweise für c — 5 und ä = 4: 

^* "" l* + 2*+3* + 4*+6* " 979 "" 0^6384, 
8^ + 4* + 5* _ 962 _ Q0826 

Während nach der obigen Fassung von dem Inhalte der Urne 
außer der Gesamtzahl der Kugeln nichts bekannt war, nehmen wir 
jetzt an, derselbe sei so entstanden, daß man aus einer Hilfsume mit 
a weißen und ß schwarzen Engeln c-mal zog (die Kugel zurücklegend) 
und in die zu bildende Urne jedesmal eine Kugel von der Farbe der 
gezogenen einlegte. 

Die c Füllungsmodi haben nun a priori verschiedene Wahrschein- 
lichkeit; allgemein kommt der Anns^me, daß k weiße und c — l 
schwarze Kugeln yorhanden sind, die Wahrscheinlichkeit 



^'-(l)(7)'&-' 



(/««+/») 



ZU, mit welcher zu erwarten war, daß aus der Hilfsume A-mal weiß 
und c — X-mal schwarz gezogen werde. 

C s a b e r , Wahnoheiikliolikaitireoknaiig. L f. Aufl. 1 2 
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Hiemach ist bei diesem Stande des Wissens 



P.= 



^cPc 



2-^P^ {[)-ß'-' 1* + (l) a^r-*2'+ . .. + (1) aU' 
und 

e 

c ' 

1 

c c -4- 1 

wo X = ^ + 1 oder ——- , je nachdem c gerad oder ungerad ist. 

Der Erkenntniswert dieser Wahrscheinlichkeiten ist größer als im 
vorigen Falle, weil sie sich auf ein umfangreicheres Wissen gründen. 

Mit den früheren Werten c — 5 und 5 = 4 und mit a « 2, /3 — 1 
findet man: 

p . g^-ft^ ??^-04201 

103. Theorem von Bayes bei einer unbegrenzten Menge 
möglicher Ursachen. 

Diejenige Form, in welcher die Frage nach der Wahrscheinlich- 
keit einer speziellen Ursache oder eines Ursachenkomplexes für ein 
beobachtetes Ereignis in den Anwendungen am häufigsten sich ein- 
stellt, läßt sich aus dem folgenden Schema entnehmen. 

„Der beobachtete Erfolg E bestehe in dem w-maligen Eintreffen 
und dem n-maligen Ausbleiben eines Ereignisses @ in s ^ m + n 
Versuchen, dem von vornherein jede Wahrscheinlichkeit zwischen 
und 1 zugeschrieben werden kann. Über die Umstände, welche auf 
diese Wahrscheinlichkeit Einfiuß haben, sei entweder gar nichts be- 
kannt, so daß man genötigt ist, allen Werten aus dem bezeichneten 
Intervall gleichen Möglichkeitsgrad beizulegen, oder aber es bestehifr 
nach dieser Richtung ein solches Wissen, daß man den Wahrschein- 
lichkeitsgrad jedes Wertes a priori anzugeben imstande isi^' 

Die Annahme eines Wertes x für die Wahrscheinlichkeit von ® 
ist hier als eine Ursache des beobachteten Ereignisses aufzufassen; 
es gibt also der Ursachen eine unendliche, nicht abzählbare Menge^ 
weil die Menge der reellen Werte in einem Intervall von der Mächtig- 
keit eines Eontinuums ist. Mit der Supponierung eines Wertes x ist 
aber eine Hypothese über die Natur der zugrunde liegenden Umstände 
in der Regel nicht gemacht; nur ein allgemeines Bild ist hierfür ge- 
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schafifen, indem man sagen kann, es verhalte sich mit dem Ereignis 
in bezug auf seine Yerwirklichungsmöglichkeit so, wie mit dem Ziehen 
einer weißen Engel ans einer Urne, die mit einer unendlichen Menge 
weißer und schwarzer Engeln in dem durch die Zahl x gekenn- 
zeichneten MischungsTerhältnis gefüllt ist. Die Menge der Engeln 
muß als unendlich vorausgesetzt werden, damit das Mischungsverhältnis 
jedes Wertes fähig sei. 

Für das beobachtete Ereignis entspringt aus x die Wahrschein- 
lichkeit 

gg3,(JS0 « SB^Ce"»®-) - y =. ar»" (l - xy ; 

mithin wäre bei gleicher apriorischer Wahrscheinlichkeit aller Werte 
von X die aposteriorische Wahrscheinlichkeit des besonderen Wertes 
X gleich 

y 



Aber ein solcher Ausdruck ist unausführbar, da die Summe im Nenner 
sich über aUe Werte des liitervalles (0, 1) zu erstrecken hätte; er 
zeigt nur die von vornherein erkennbare Tatsache an, daß die Wahr- 
scheinlichkeit eines individuellen Wertes x von Null nicht zu unter- 
scheiden ist. 

Hier ist also eine Modifikation der Fragestellung notwendig, und 
diese soll darin bestehen, daß man nicht um die Wahrscheinlichkeit 
eines einzelnen Wertes, sondern um die Wahrscheinlichkeit ^^ eines 
Wertes aus dem Intervall {XjX-\'dx) fragt; diese wird der Größe dx 
des IntervaUs und dem zugehörigen Werte von y, der in dem Inter- 
vall als konstant erachtet 'werden kann, proportional, also durch 

%ydx 

darstellbar sein; bemerkt man, daß die auf alle Intervalle bezogene 
Summe dieser Ausdrücke notwendig den Wert 1 hat, weil ein Wert 
existent sein muß, so folgt aus der Gleichung 

1 

X / ydx — 1 

für % die Bestimmung: 



1 

X 



1 ^ 



Jydx 



und hiermit ergibt sich für die beschriebene Wahrscheinlichkeit der 
Ausdruck: 

12* 
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ydx 



Jydx 



(4) 



Die Wahrscheinlichkeit; daß rr in ein endliches InterraU (0, O') 
falle, ist daraus 

e' 
Jydx 

P^\ - . (&) 

Jydx 



In dem Falle, daß man die Wahrscheinlichkeit a priori eines 
Wertes x anzugeben imstande ist — sie heiße w und wird eine 
Funktion von x sein — erfahren die Formeln (4), (6) eine ähnliche 
Änderung, wie sie sich bei dem Übergange von (1) zu (2) ergeben 
hat, und gehen über in: 

P.-T--, (6) 



iwydx 



beziehungsweise 



p-V— (7) 

iwydx 



Will man, um die Formeln (4) bis (7) unmittelbar verständlich 
zu machen, die Bedeutung der darin auftretenden Buchstaben sym- 
bolisch zum Ausdruck bringen, so bedarf es nur der Vereinbarung, 
daß unter äB(a, h) die Wahrscheinlichkeit gemeint sein soll, es falle x 
in das Intervall (a, b). Alsdann läßt sich das Ergebnis dieser Nummer 
in die Formeln zusammenfassen: 

^Eix,x + dx)^ 3B,(^)c^x ^ ^4^^ 

fwi^(E)dx 



e' 

f^^{E)dx 

3B(e,e') = -i , (5*) 

ffß,{E)dx 
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ß' 
3B(»,0 = ^-i (7*) 

fm{x)fßg{E)dx 



104. Die wahrsoheinliduite Bpypofhese. Die wahrschein- 
lichste Hypothese über die bedingenden Umstände des beobachteten 
Ereignisses ist durch jenen Wert von x gekennzeichnet, welcher p^, 
d. h. welcher y, bezi^nngsweise wy zum Maximum macht. Mw 
nennt diesen Wert — er heiße a — die Wahrsdieinlu^ikeU von (S 
fMcfi der wahrscheifdidisten Hypothese. 

Aus y — a;*"(l — a;)" ergibt sich durch Nullsetzen des Differential- 
quotienten die Bestimmung 

m m 

a = — j — = -; 

hiemach berechnet sich der maximale Wert Ton y: 

8 

Wir wollen nun das Verhalten von y in der Umgebung des 
Maximums unter der Voraussetzung prüfen, daß s eine große Zahl ist, 
und setzen zu diesem Ende 



wodurch 
und 



m , 



1 ^ 



wird. Je kleiner e, um so eher darf die Entwicklung 

bei der zweiten Potenz dieses Arguments abgehrochen werden; es 
wird dann 

2mn 
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und somit 



e 



bei Berücksichtigung der Glieder mit ;er^ träte im Exponenten das 

Glied -„"•— 4- 0* hinzu, das im Vergleich zu dem beibehaltenen auf 

den Wert der Exponentialgröße nur unerheblichen Einfluß nimmt. 
Der Ansatz 

y = Me '"'" (8) 

zeigt nuU; daß y in der Umgebung von a anfangs langsam, bald aber 
sehr rasch abnimmt und Werte erlangt, die im Vergleich zu M 
außerordentlich gering sind. Zur Erläuterung dieser Angaben möge 

folgendes dienen: Für m = 300, n = 200, {s « 500) ist « = ^ , und 

68 findet sich, daß 

für0-±jji^ y- 0,90107 M, 

„ ,,==±4 ;, = 0,073965 itf, 

„ .-±^ „ = 0,000029929 iJf, 

„ „ = ± y 7j- 0,00000000000000000080241 M. 

Wenn auch die Rechnung bei so großem z nicht mehr scharf genug 
ist, so zeigt sie doch, daß Annahmen über Xj die nur einigermaßen 
von der wahrscheinlichsten Annahme a abweichen, im Vergleich zu 
dieser eine überaus geringe Wahrscheinlichkeit für sich haben. 

Was den Maximalwert M von y selbst betriflFt, so ist er außer- 
ordentlich klein und im vorliegenden Falle erst an der 147. Dezimal- 
stelle mit einer bedeutsamen Ziifer besetzt. 

Mit diesem Verhalten steht die Funktion y in einem gewissen 
Gegensatze zu der Funktion af C, welche wir in Nr. 12 unter der 
Voraussetzung eines großen n betrachtet haben. 

106. Beispiel XLIX. In eine Urne wurden e Kugeln y weiße 
und schwarze, durch Auslosung mit 'einer Münze eingeJ^racht: so oft 
Wappen fiel, wurde eine tveiße, so oft Schrift fid, eine schwarze Kugd ein- 
gelegt Eine darauffolgende Ausführung von s Ziehungen, wobei die gezogene 
Kugd zurückgelegt worden, ergab m weiße und n schwarze Kugdn. Welches 
ist die wahrscheinlichste Hypothese über die Zusammensetzung der Urne? 

Vorausgesetzt wird, daß c und s große Zahlen bedeuten. 

Unabhängig von jeder Rechnung können hier gewisse Erwägungen 
angestellt werden. Auf Grund des Entstehungsmodus der Unie, welcher 
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das Yorgängige Wissen darstellt^ wäre ^ die wahrscheinlichste An- 
nahme über die Wahrscheinlichkeit für das Erscheinen einer weifien 
Kugel. Aus der gemachten Erfahrung allein ergäbe sich hierfür - • Sollen 

beide Momente bei der Feststellung der wahrscheinlichsten Hypothese 
zusammenwirken, wie das die Natur der Sache fordert, so wird ein 

Wert zwischen « und — zu nehmen sein, falls nicht vielleicht 

m 1 

= - ist. Bei der Entscheidung der Frage, welchem von den beiden 

8 Z 

Werten man näheriücken soll, wäre auf die Umfange der Versuchs- 
reihen Rücksicht zu nehmen, durch welche einerseits die Füllung der 
Urne, andrerseits die Beobachtungsreihe zustande kam. Niemand würde 
Anstand nehmen, wenn beide Reihen gleich umfangreich waren (c^s), 

1 Mi 

den wahrscheinlichsten Wert in die Mitte zwischen -^ und zu ver- 

2 8 

legen; ein Überwiegen des c würde das Vertrauen zu --? ^^^ Über- 
wiegen des s das Vertrauen zu — erhöhen und ein Näherrücken an 

diesen Wert rechtfertigen. 

Sehen wir nun zu, welche Antwort die Rechnung gibt. 

Die Wahrscheinlichkeit, daß in die Urne statt weiße Kugeln 
deren y — ^ kommen, ist (s. Nr. 75) proportional 

e '■; 

ist dem so, dann ist -^ — die Wahrscheinlichkeit für das Ziehen 

' 2 C 

einer weißen, « + ^^^ Wahrscheinlichkeit für das Ziehen einer 

a C 

schwarzen Kugel und 



(i-ir(4+ir 



die Wahrscheinlichkeit des beobachteten Ereignisses. Setzt man 
-=»;?, so entspricht 



1 



der wahrscheinlichsten Hypothese, wenn für g derjenige Wert gesetzt 
wird, der 



•-*-(T-«r (!+')■ 
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zu einem Maximum macht. Die Bedingung daf&r ist: 

sie kann^ da z nur als ein kleiner echter Bruch zu vermuten ist, 
angenähert durch die folgende ersetzt werden: 

- 4cz - 2w(l + 2e) + 2n(l - 2z) = 0; 

daraus berechnet sich 

n — m 

und 

1 IM 

Dies ist aber das arithmetische Mittel aus -^ und - , wenn man diesen 
Zahlen die Gewichte c und s beilegt; denn 

1 m 

C • - - -4- 8 • -- 

2 ^ 8 c+2m 



C + 8 2(c + «) 

Die Rechnung bestätigt also die allgemeinen Erwägungen yoU- 
inhaltlich. 

106. Umkehrnng des Bemonllisolien Theorems. Während 
das Bernoullische Theorem die Erwartungsbildung für eine große 
Anzahl vorzunehmender Beobachtungen oder Versuche regelt, wenn, 
die Wahrscheinlichkeiten fQr die dabei in Betracht kommenden, ein- 
ander ausschließenden Ereignisse E, E bekannt sind und durch die 
Dauer der Versuche unverändert bleiben; so gestattet umgekehrt das 
Theorem von Bajes unter gewissen Voraussetzungen, aus dem Er- 
gebnis einer ausgedehnten Beobachtungsreihe einen Schluß zu ziehen 
auf die unbekannten Wahrscheinlichkeiten der beteiligten Ereignisse; 
selbstverständlich kann dieser Schluß nur in einem Wahrscheinlich- 
keitsurteil bestehen« Vorausgesetzt wird dabei Unveränderlichkeit der 
bedingenden Umstände während der Beobachtungen und gleiche apri- 
orische Wahrscheinlichkeit der möglichen Hypothesen. 

Der beobachtete Erfolg bestehe in dem m- maligen Eintreffen eines 
Ereignisses E und in dem n- maligen Eintreffen des entgegengesetzten 
Ereignisses E in m + n^^ s Versuchen; die unbekannten, zur Einheit 
sich ergänzenden Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse seien p, q. 

Die Wahrscheinlichkeit, daß p zwischen die Grenzen ö und 

— + ö falle, von seinem wahrscheinlichsten Werte - also höchstens 

8 ^ * 
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um 6 nach der einen oder andern Seite abweiche, ist nach Formel (5)^ 
Nr. 103, gleich 



I ydx 






1 9 

ydx 



darin y ^ 3if{l—xy gesetzt. 

Für das Integral im Nenner ergibt sich durch Anwendung par- 
tieller Integration leicht: 

1 

/^(l -.)-.?. -^:^j-, (9) 



In dem Zählerintegral setze man 



m , 



es geht dadurch über in 

/("+')"(?-r^'. 



— e 



wofür unter der Voraussetzung, daß die Grenzen des Integrals ge- 
nügend eng seien, nach den Entwicklungen der Nr. 104 mit großer 
Annäherung 



- e 



geschrieben werden kann. 

Mit dieser Umgestaltung und Approximation wird 



e »*»* 



Win! s» J 



Wendet man auf die Fakultäten die Stirlingsche Formel an, so 
ergibt sich: 

{s +l)l _ /, , jx . 8'e"y 2^8 ^ {8 +1)8' V i 
mini ^ ^m"'w''c-'2«VmS ""m'^w'V^wn' 
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wofür, je größer s, mit um so größerer Annahenmg 



substituiert werden kann. 

Dann aber lautet P wie folgt: 

e 



V 2nmnJ ' 

— e 



führt man hierin die neue Variable t ein, 



V: 



- - e ^t 
2mn 



setzend, und bezeichnet ^y^' ^^^ ^' ®^ g^^^^^ ^^^ zu dem 
Satze: 

„Es ist mit der Wahrscheinlichkeit 



-ä/- 



dt 



zu erwarten, daß die unbekannte Wahrscheinlichkeit p des Ereignisses E 
zwischen den Grenzen 

7-y)/-,.- und ^- + y]/--j- (11) 

liege'' 

Da das Intervall der Grenzen, 2yl/--j^, von der Ordnung ^7=^ 

ist weil 9n, n im allgemeinen von der Ordnung der Zahl s sind, so 
konvergiert es, wie groß auch y, d. h. wie nahe auch P der Einheit 
angenommen wird, mit wachsendem s gegen Null. Man kann also 
die Zahl s der Beobachtrmgen so groß wählen, daß mit einer der 
Einheit beliebig nahen Wahrscheinlichkeit erwartet werden darf, die 
unbekannte Wahrscheinlichkeit p'^) liege innerhalb beliebig eng fest- 
gesetzter Grenzen. In diesem Ausspruche liegt die Umkehrung des 
Gesetzes der großen Zahlen, 

Sowie unter der Voraussetzung, daß die Wahrscheinlichkeit p 
von E bekannt sei, von wahrscheinlichen Grenzen der relativen Häufig- 
keit von E in s Versuchen und von einer Präzision der Versuchs- 

8 



1) Gleichgültig, ob es eine elementare oder eine Dorchschnitts Wahrschein- 
lichkeit im eigentlichen Sinne ist (Vgl. Nr. 97.) 
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reihe gesprochen wurde, so kann auch hier von wahrscheinlichen 
Grenzen der unbekannten Wahrscheinlichkeit p von E und von der 
Präzision ihrer Bestimmung durch die Versuchsreihe die Rede sein. 
Es sind nämlich im Sinne der Ausführungen von Nr. 79 

^-0,476936]/'!^ und J + 0,476936 ]/?5^ 

die wahrscheinlichen Grenzen von p, d. h. die Grenzen, innerhalb deren 
sein Wert mit c 
nach Nr. 85 ist 



sein Wert mit der Wahrscheinlichkeit P== y zu erwarten ist, und 



"-V^. 



die Präzision der durch die Erfahrung gewonnenen Bestimmung 

für p. 

Zur AusfQhrung der hier auftretenden Rechnungen bedient man 
sich der Tafel I. 

Es handle sich beispielsweise um die folgende Frage: Aus einer 
Urne, welche 1000000 Kugeln enthält, weiße und schwarze in unbe- 
kanntem Mischungsverhältnis, sind 800 Kugeln gezogen worden*); da- 
von waren 320 weiß und 480 schwarz; wie groß ist die Wahrschein- 
lichkeit, daß das Verhältnis der Anzahl der weißen Kugeln zu ihrer 
Gesamtzahl, dessen wahrscheinlichster Wert auf Grund der Beobach- 
tung Y ist, zwischen die Grenzen j^ und — falle? 

Wiewohl hier x, die hypothetische Wahrscheinlichkeit für das 
Ziehen einer weißen Kugel, nicht aller Werte zwischen und 1 fabig 
ist, so sind die möglichen Werte doch so dicht, daß man bei der 
Fiktion, x sei eine stetige Variable, verbleiben darf. 

Aus dem Ansatz 



y« 



820 . 480 _ ^ 
'8Ö0»~ ~~ 40 



berechnet sich y =- 1,0205; somit ist 

P- *(1,0205) = 0,85104. 

Mit dieser Wahrscheinlichkeit ist anzunehmen, daß die Anzahl der 
weißen Kugeln in der Urne nicht unter 375000 und nicht über 
425000 betrage. 

107. Allgemeine Bemerkungen über die Wahrsolieinlich- 
keiten von Ursachen. Man kann die Bedeutung einer a priori be- 

1) Für das numerische Endresultat -wird es hier gleichgültig sein, ob man 
^ich die Kugeln zurückgelegt denkt oder nicht. 
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stimmten Wahrscheinlichkeit mittels des Gesetzes der großen Zahlen 
illustrieren, indem man sagt; in einer großen Anzahl von Versuchen 
werde sich das Ereignis höchstwahrscheinlich nahezu in der durch 
seine Wahrscheinlichkeit ausgedrückten relativen Häufigkeit zutragen. 
Diese Deutung haben einige Philosophen^) geradezu als Grundlage 
für die Definition der Wahrscheinlichkeit genommen, mitunter aller- 
dings von einer prinzipiell mißverständlichen Auffassung des Ber- 
noulli sehen Theorems ausgehend. Zu einer gemeinverständlichen 
Erklärung einer numerischen Wahrscheinlichkeit ist diese Deutung am 
besten geeignet. 

Es entsteht nun die Frage: Lassen die Wahrscheinlichkeiten der 
Ursachen eine solche Deutung immer zu, nicht etwa bloß formell, 
sondern in berechtigter Weise? 

Wir wollen diese Frage an Beispielen erörtern. 

Aus einer Urne, von der man bloß weiß, daß sie vier Kugeln, 
die schwarz oder weiß sind, enthält, sind vier Ziehimgen (mit jedes- 
maligem Zurücklegen der Kugel) gemacht worden und ergaben drei- 
mal weiß und einmal schwarz. Nach der Bay es sehen Regel ist die 
Wahrscheinlichkeit, daß die Urne zwei weiße und zwei schwarze 
Kugeln enthalte, 

Läßt dieses Resultat in berechtigter Weise eine Deutung nach dem 
Gesetz der großen Zahlen zu? Darf man sagen: Wenn man sehr viele 
Urnen nimmt, deren jede vier Kugeln enthält, die nur weiß oder schwarz 
sein können; wenn man aus jeder vier Ziehungen in der beschriebenen 
Weise macht und dabei jene Urnen ausscheidet, welche dreimal weiß 

8 

und einmal schwarz ergaben, so werden nahe .- von diesen Urnen 

mit zwei weißen und zwei schwarzen Kugeln gefüllt sein? 

Für diesen Schluß besteht kein innerer Grund, da man nicht weiß, 
wie die Urnen entstanden, d. h. wie sie gefüllt worden sind. Er hätte 
Berechtigung nur dann, wenn man wüßte, daß bei der Füllung alle 
möglichen Kombinationen, nämlich drei weiß, eine schwarz; zwei weiß, 
zwei schwarz; eine weiß, drei schwarz, gleichmäßig berücksichtigt 
worden sind. Ist dieses Wissen nicht vorhanden, dann kann der 
Schluß irreführen. 

Wir ändern nun dasselbe Beispiel dahin ab, daß wir als fest- 
stehend voraussetzen, die Urne sei durch Auslosung mit einer Münze 
entstanden derart, daß für Wappen weiß und für Schrift schwarz ein- 



(4)" 



1) J. St. Mi 11, A System of Logic (l.Aufl. 1848); J. Venn, Logic of chance (1866). 
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gelegt wurde. Jetzt gibt die Bajessche Regel für dieselbe Füllung 
bei demselben beobachteten Ereignis die Wahrscheinlichkeit 



(4) 



» 1 

2 4 



Dieses Resultat laßt eine objektiv begründete Deutung in dem obigen 
Sinne zu wie folgt: Wenn man eine sehr große AnTAhl von Urnen 
in der beschriebenen Weise füllt; wenn man aus jeder vier Ziehungen 
macht und diejenigen Urnen beiseite stellt; aus welchen dreimal weiß 
und einmal schwarz zum Vorschein kam; so ist es sehr wahrschein- 

lieh; daß nahe -^ ^^^^^^ Urnen mit zwei weißen und zwei schwarzen 
Kugeln gefüllt sein werden. 

In den Fällen^ wo das apriorische Wahrscheinlichkeitsgesetz der 
Ursachen bekannt ist; haben die nach der Bajesscben Regel ermit- 
telten Wahrscheinlichkeiten dieselbe Berechtigung und Bedeutung, wie 
a priori bestimmte Wahrscheinlichkeiten. 

Wo jedoch die Kenntnis dieses Gesetzes mangelt und man ge- 
nötigt' ist, den Hypothesen gleiche apriorische Wahrscheinlichkeit zu- 
zuschreiben, sind die Resultate nicht kritiklos hinzunehmen. Die 
schablonenhafte Anwendung der Bajesschen Regel kann hier zu Er- 
gebnissen führen, die keinen inneren Wert besitzen und gegen deren 
Anerkennung sich der gemeine Verstand straubt. 

Indessen kann ^ die mehrerwähnte Regel auch dann zu brauch- 
baren Resultaten führen, wenn die Annahme gleicher apriorischer 
Möglichkeit der Hypothesen zweifellos unbegründet ist; dies trifft zu, 
wenn der Rechnung sehr umfangreiche Erfahrungsdaten zugrunde ge- 
legt werden können, und erklärt sich aus dem Verhalten der Wahr- 
scheinlichkeit eines aus vielen Ereignissen zusammengesetzten Erfolges, 
in ihrer außerordentlich raschen Abnahme; sobald man sich von ihrem 
Maximum nach der einen oder andern Seite entfernt; aber auch durch 
den Umstand; daß in den meisten FäUen innerhalb nicht zu weiter 
Grenzen eine Abstufung des Wahrscheinlichkeitsgrades der Ursachen 
a priori wirklich untunlich ist. Hier bildet die aasgebreitete Erfahrung 
trotz des Mangels vorgängiger Kenntnisse eine zureichend feste Grund- 
lage für die Beurteilung des Wahrscheinlichkeitsgrades. 

Als Beispiel einer mißverständlichen Anwendung der Bay es sehen 
Regel kann die folgende Frage gelten: Mit einer Münze ist einmal 
geworfen worden, und es erschien Wappen; wie groß ist die Wahr- 
scheinlichkeit; daß die Wappenseite gegenüber der Schriftseite be- 
günstigt sei? 

Hat man nämlich keinen Grund, aus der Beschaffenheit der Münze 
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eine Ungleichheit der beiden Münzseiten betreffs ihrer Realisienings- 

möglichkeit zu vermuten, dann ist der Wahrscheinlichkeitsansatz — 

für beide innerlich, objektiv, so stark motiviert, daß die gemachte 
„Erfahrung'^ gar keinen Einfluß üben kann. Ist aber Grund zu einer 
solchen Vermutung vorhanden, so wird die eine Erfieihrung gewiß 
nicht für zureichend befunden werden, das Maß der Vermutung zu 
bestimmen. 

Stellte man sich auf den Standpunkt, daß mangels einer genaueren 
Einsicht alle Werte von bis 1 für die Wahrscheinlichkeit x der 
Wappenseite als gleichmöglich anzusehen seien, so ergäbe die Bajes- 
sche Regel als Wahrscheinlichkeit für die Begünstigung dieser Münz- 
seite 

1 

Jxdx 

1 

2 ± 

fxdx 

6 

ein Resultat, das durch sich selbst die Unzulässigkeit einer solchen 
Rechnungsweise verrät. Sollte die eine Beobachtung eine so große 
Wahrscheinlichkeit für die erwähnte Hypothese begründen? 

In der Tat entspricht die Rechnung keineswegs dem Stande des 
vorhandenen Wissens. Wenn auch die Gestaltung der Münzseiten 
(das ungleiche Relief) die Vermutung nahelegt, daß ihnen verschiedene 
Wahrscheinlichkeitsgrade zukommen dürften, so wird man doch keines- 
wegs zugeben, es könnte die Wahrscheinlichkeit einer Seite ebenso 

leicht — wie -^ oder - oder — usw. betragen, wie das die Rech- 
nung annimmt. Vielmehr wird der Sachverhalt der sein, daß man 
eine Abweichung innerhalb gewisser enger Grenzen für möglich, 
außerhalb derselben aber für ausgeschlossen hält; daß man femer 
innerhalb dieser Grenzen eine Abstufung des Möglichkeitsgrades vor- 
zunehmen sich außerstande fühlt Zu einer begründeten Feststellung 
des Grenzintervalls fehlt es aber an jeglichem Behelf. Indessen zeigt 
die Probe mit einer annehmbaren Hypothese, wie erheblich sich das 
Resultat der Rechnung durch diese Auffassung ändert. Angenommen, 
man würde nach einer Besichtigung der Münze eine Abweichung bis 

zu T^ für möglich halten, dann wäre das Intervall, innerhalb dessen x 

sich bewegen kann, durch — und - begrenzt, und die Wahrschein- 
lichkeit der Begünstigung der Wappenseite, erschlossen aus dem an- 
gestellten Versuch, betrüge 



m. Abschnitt. Wahncheinliolikeiten auf Gnmd der Erfahrung. 191 



16 

ixdx 



9 82 

16 



-U = 0^31. 



ixdx 



16 



In diesem Resultate wird man nichts Befremdliches mehr erblicken 
können^ wenn überhaupt eine so geringe Erfahrung als zureichende 
Grundlage fUr eine Rechnung erachtet wird. 

Wären neun Versuche gemacht worden und hätten alle das Re- 
sultat „Wappen" ergeben^ so wäre dies schon ein erheblicher Grund, 
zu vermuten; die Wappenseite sei begünstigt; die erste Rechnungs- 
weise gibt als Maß dieser Vermutung 



/■ 



x^dx 



K S; = 0,99903..., 



jx^dx 



1024 





nach der zweiten ist es bloß 



/' 



9 
16 

x^dx 



16 9^^ — S^^ 



9 9io_7io 

i6 

x^dx 

16 



0,753 . 



J 



Nicht in den Ziffern, sondern in der mit dem gemeinen Verstände 
harmonierenden Tatsache liegt der erkenntnistheoretische Wert dieser 
Resultate, daß die erweiterte Erfahrung den Wahrscheinlichkeitsgrad 
der Vermutung erheblich vermehrt hat. 

108. Beurteilung einer Abweichung eines beobachteten 
Brfolges vom erwartnngsm&Bigen. Der Erkenntniswert einer 
a priori angesetzten numerischen Wahrscheinlichkeit hängt von dem 
Grade der Sicherheit ab, mit welchem man von der Gleichmöglich- 
keit der Einzelfälle überzeugt ist. Der ideale Fall einer absoluten 
Sicherheit hierüber wird dort, wo es sich um eine physische Urteils- 
materie handelt, kaum jemals eintreten. WIre er vorhanden, so be- 
stünde auch kein Zweifel darüber, daß eine Abweichung, die ein 
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beobachteter Erfolg dem erwartangsmäBigen, d. h. dem wahrschein- 
liebsten gegenüber zeigt, und wäre sie noch so groB, dem Zu&ll, 
also den während der Beobaditong bestandig Tariierenden Umstanden 
znzosehreiben ist. 

Besteht jene absolute Sicherheit nicht, ist Tielmdir för einen 
Zweifel an der Oleichmo^^chkeit der Falle Baum rorhanden, so über- 
tragt sich dieser Zweifel auch auf den Ursprung einer wahr- 
genommenen Abweichung, und es tritt die Frage auf: Ist die Ab- 
weichung ein Werk des Zu&lls oder ist sie in der Urteilsmmlerie 
selbst begründet? 

Es liegt in der Natur der Sache, daß auf eine solche Frage 
niemals eine dezidierte Antwort wird zu geben sein. Sie kann nur 
zu Vermutungen Anlaß geben, und auch diese werden mit Vorsicht 
zu fassen sein. Wie weit kann hier die Bechnung zu Uäfe genommen 
werden? 

Vor allem ist zu bemerken, daß die beiden Sachrerhalte, die in 
der gestellten Frage einander entgegengehalten sind, sich nicht gegen- 
seitig ausschließen; man kann nicht sagen, entweder ist die beobachtete 
Abweichung ein Werk des Zu&lls oder sie rührt ron einem Verhalten 
der Materie her, das von dem vorausgesetzten abweichend ist; yiel- 
mehr wird sie fast ausnahmslos das Besultat des Zusammenwirkens 
beider Veranlassungen sein. Die Antwort wird daher auch nicht 
dahin lauten können, daß das eine von beiden eher anzunehmen sei 
als das andere. 

Jede Abweichung, mag sie noch so groß und ihre Wahrschein- 
lichkeit im Vergleich zur Wahrscheinlichkeit der Abweichung Null 
noch so klein sein, liegt im Bereich der Möglichkeit und hat daher 
an sich nichts Befremdendes. Aus einer Abweichung allein Schlüsse 
zu ziehen, wenn nicht schon a priori zu Vermutungen eine Veran- 
lassung vorlag, hat logisch keine Berechtigung. Für eine wohl- 
begründete Rechnung fehlt es an den erforderlichen Daten. 

Wenn trotzdem Rechnungen in solchen Fragen ausgeführt worden 
sind, so konnte ihren Resultaten eine entscheidende Bedeutung nicht 
beigemessen werden: es konnte sich vielmehr dabei nur darum handeln, 
der schatzungsweisen Vermutung einigen Halt zu gewähren. 

Zur Erläuterung nehmen wir die von Poisson^) untersuchten 
Münz versuche Buffons auf. 

Mit einer Münze sind 4040 Würfe gemacht worden; 2048-mal — 
statt 2020- mal, wie es dem wahrscheinlichsten Falle entsprechen 
würde — ist Wappen erschienen. Was kann daraus in bezug auf die 
Beschaffenheit der Münze vermutet werden? 



1) Recherches etc., deutsche Bearbeitung p. 198 ff. Vgl. auch J. Bertrand, 
Calc. 4* prob., p. 167 sq. 
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Zunächst könnte man sich die Frage vorlegen , ob denn die be- 
obachtete Abweichung 28 im Zusammenhalt mit der Yersuchszahl 
exorbitant zu nennen sei; und um hierfür einen Anhalt zu haben, 
könnte man die Wahrscheinlichkeit rechnen, mit welcher eine Ab- 
weichung von 28 oder darüber zu erwarten ist. 

Aus dem Ansätze 



berechnet sich 
mithin ist 



Y -"|/2 • 4040 . 1 . >- = 28 



y = 0,623; 
P-* (0,623) -0,6217 



die Wahrscheinlichkeit einer Abweichimg bis zum Betrage 28, 

1-P= 0,3783 

die Wahrscheinlichkeit einer Abweichung von 28 aufwärts. Man kann 
also eine Abweichung von 28 und darüber nicht als etwas Außergewöhn- 
liches, höchst Unwahrscheinliches bezeichnen. Unter 1000 Versuchsreihen 
von je 4040 Würfen, ausgef&hrt mit exakten Münzen, hätte man gegen 
378-mal eine Abweichung zu gewärtigen, die über 28 hinausgeht. 

Man könnte sich femer auf den Standpunkt stellen, daß man 
über die ,^ünze'' gar nichts wisse, und nun auf Grund der gemachten 
Beobachtung allein die Wahrscheinlichkeit suchen, welche der Hypo- 
these zukommt, die Wappenseite sei gegenüber der Schrifbseite be- 
günstigt. Dies führt zu folgender Rechnung. 

Bezeichnet man die Wahrscheinlichkeit der Wappenseite mit 

Y + xr, die der Schriftseite demgemäß mit — je?, so handelt es sich 

um die Wahrscheinlichkeit, daß \>-^ + e>-^ — e, daß also e zwischen 

den Grenzen und y enthalten sei; für diese ergibt sich auf Grund 
der vorliegenden Beobachtung der Ausdruck: 



/(i+ra -')'"■"• 






Seine strenge Auswertung wäre wegen der großen Exponenten 
beschwerlich. Wir suchen daher einen Näherungswert für die Funktion 

Oaaber, Wahnohelnlichkeitsreohnang. L i. AafL 13 
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Z unter den beiden Integralzeichen^ indem wir ihren Logarithmiis wie 
folgt entwickeln: 

Z . Z = i . g^ö + 2048 r (1 + 2ier) + 1992 Z • (1 ~ 2z) 

=-^ 2^0 + 112^ -8080;^« . 

Die Natur von Z bringt es mit sich^ daß es zu beiden Seiten seines 
Maximums, das sich fiir j? = 0,00693 ergibt, sehr bald außerordenüicli 
rasch abnimmt, so daß nur ein enges Interrall um diesen besonderen 
Wert von z auf den numerischen Betrag von P, soweit er von Inter- 
esse ist, Einfluß hat; dies ist auch der Grund, warum man die Ent- 
wicklung mit der zweiten Potenz abbrechen kann. Durch den Über- 
gang zur Zahl selbst erhält man: 



Z_ _i_pll««-8080«* 
— 94040^ 



und daraus: 



i 

P-iL, 

Am*- 8080*«^^ 

Y 

Während nun der Exponent an der Stelle z = 0,00693, wo die 
Funktion ihren größten Wert annimmt, 1,164 • • • betrügt, sinkt er 
bis zur oberen Grenze auf den Betrag — 1964 herab; infolgedessen 
hat es keinen Einfluß auf die maßgebenden Ziffern von P, wenn man 
das Integral bis oo erstreckt; ähnliches gilt bezüglich der unteren 
Grenze des Nennerintegrals, so daß man schreiben kann: 

OD 
Ajllt5-8080*«^^ 

p«J! 

y;iit,-808o*«d^ 

OD 

OD 

put*-- 8080««^^ 


'^ 00 OD 

Ajllt*-8080*»^^_|. Aj_ 11t*- 8080*«^^ 



Allgemein ist 
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6 



6« I * " 

- \ e''\fe-''dt + fe-''dt 

-S''^('+*(l)l- 



und analog ergibt sich 



Darch Anwendung dieser Formeln auf den obigen Ausdruck er- 
hält man mittels der Tafel I: 

p_ lf*(0.6229) _ M2162 ^ ^g^og 

Diesem Resultate gegenüber hat der Einwand , daß es unter der 
Annahme entstanden ist; als seien alle Werte zwischen und 1 für 
die Wahrscheinlichkeit einer Münzseite gleich zulässig, keine Berechti- 
gung; in Wirklichkeit haben nämlich auf die abgeleiteten Ziffern nur 
die Werte eines engen Intervalls um = 0,00693 Einfluß. 

Wie kann das Resultat im Sinne des Gesetzes der großen Zahlen 
gedeutet werden? 

Wenn man mit einer ungeheuren Zahl von Münzen verschiedensten 
Gepräges Versuche machte, mit jeder 4040; wenn man diejenigen aus- 
schiede, bei welchen sich 2048-mal Wappen ergab, so wäre man be- 
rechtigt zu erwarten, daß auf je 1000 dieser Münzen nahe 810 solcher 
Exemplare kämen, bei denen die Wappenseite begünstigt ist; bei den 
übrigen 190 wäre jenes Resultat eingetroffen, obwohl sie exakt oder 
zugunsten der Schriftseite unregelmäßig sind. 

Eine Verifikation dieses Schlusses aber ist, auch wenn es möglich 
wäre, die hinreichende Menge von Versuchsreihen anzustellen, untun- 
lich; denn es gibt kein Mittel, die Wahrscheinlichkeit der beiden 
Seiten einer Münze durch ein physikalisches Verfahren zu bestimmen. 

Man kann das Ergebnis der Rechnungen wohl nicht anders als 
dahin zusammenfassen, daß die beobachtete Abweichung auch bei 
einer exakten Münze nichts Ungewöhnliches bedeuten würde, daß sie 
aber auch der Vermutung einer Unregelmäßigkeit der Münze zu- 
gunsten der Wappenseite einen erheblichen Wahrscheinlichkeitsgrad 
verleiht. 

18* 
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§ 2. Wahrsclieinliclikeit 
künftiger Ereignisse auf Gnind von Beobaclitnngen. 

109. AposterioriBChe Wahrsoheinliohkelt eines zn gfe- 
w&rtigenden Breignisses. Eine aus Versuchen oder Beobach- 
tungen für ein zufalliges Ereignis abgeleitete Wahrscheinlichkeit wird 
als empirische oder als ErfahrungswahrscheinlichJceit bezeichnet. Die 
Theorie bietet zwei Methoden ihrer Bestimmung dar. 

Die eine Methode besteht darin, daß man dem Ereignis diejenige 
Wahrscheinlichkeit zuschreibt, welche sich aus der wahrscheinlichsten 
Hypothese über das beobachtete Ereignis dafür ergibt. Man nennt 
diese Wahrscheinlichkeit die nach der tvahrscheinlichsten Ursache be- 
stimmte. Ihre Berechnung erfordert die Anwendung der Bajesschen 
Hegel. 

Die andere Methode besteht darin, daß man alle Hypothesen, die 
mit dem beobachteten Ereignis vereinbar sind, bei der Bestimmung 
der Wahrscheinlichkeit des künftigen Ereignisses mitwirken läßt, jede 
entsprechend dem Grade ihrer eigenen Wahrscheinlichkeit. In diesem 
Falle spricht man von einer WahrscheinlicJhkeit a posteriori im be- 
sonderen. 

Vom theoretischen Standpimkte wäre die zweite Methode vorzu- 
ziehen, weil sie auf alle möglichen Ursachen Rücksicht nimmt, während 
die erste sich auf eine bestimmte unter ihnen allein stützt. Bei um- 
fangreichen Erfahrungsreihen, wie solche in den praktischen Anwen- 
dungen zumeist vorliegen, liegen die Besultate beider Methoden so 
nahe beieinander, daß es wohl gleichgültig bleibt, welches von beiden 
man wählt. Zumeist wird hier unter der empirischen Wahrschein- 
lichkeit die nach der wahrscheinlichsten Hypothese gerechnete verstanden. 

Das erste Verfahren bedarf keiner Erläuterung mehr. 

Die Bestimmung der aposteriorischen Wahrscheinlichkeit besteht 
in einer Anwendung der Sätze von der zusammengesetzten und der 
vollständigen Wahrscheinlichkeit. 

Sei E das beobachtete Ereignis, das sich aus den einfachen, ein- 
ander entgegengesetzten Ereignissen S, @ irgendwie zusammensetzt; 
dasselbe lasse die Ursachen [/"^(i = 1, 2, ••• w) zu, deren apriorische 
Wahrscheinlichkeiten G)^ (i =«= 1, 2, • • • n) sein mögen; p^ sei die Wahr- 
scheinlichkeit, mit welcher E aus der Ursache 11^ zu erwarten ist, 
und P^ die aposteriorische Wahrscheinlichkeit dieser Ursache; endlich 
bezeichne p^ die Wahrscheinlichkeit, welche die Ursache £/< dem 
künftigen (ebenfalls aus @ imd @ zusammengesetzten) Ereignisse F 
verleiht. 

Dann ist 

i7-P,^-f-P,p,+ .-. + P,p, (12) 

die vollständige, aus der Erfahrung gefolgerte, also die Wahrschein- 
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lichkeit a posteriori von JP; denn P^ ist die aus der Erfahrung E 
abgeleitete Wahrscheinlichkeit^ daß die Ursache U^ vorlag, und wenn 
sie vorlag und wenn bei dem künftigen Ereignis die nämliche Ursache 
aktiv ist wie bei dem beobachteten, so ist F mit der Wahrscheinlich- 
keit f)j zu erwarten; folglich ist P^p^ die Wahrscheinlichkeit, daß F 
durch die Ursache üi zustande kommt usw. 

Nach dem Theorem von Bayes (Nr. IW) ist 

1 

folgli^ ist, durch die einfachsten Rechenelemente ausgedrückt: 

n 

JT=J-— . (13) 

Waren die Ursachen von Tomherein gleichmöglich, also (0j=(0( = 
• • • o„, so vereinfacht sich die Formel und lautet: 

JT=-i^-. (14). 

1 

Die ganze Darstellung gewinnt an Durchsichtigkeit, wenn man 
sich des Begriffs der relativen Wahrscheinlichkeit bedient. Man kann 
unmittelbar den Ansatz bilden: 

8Bj,(F) = mXU^F) + m.iU,F) + ■■■ + 8Bj,(ü,F), 

der besagt, F könne mit einer der Ursachen zusammentreffen, ioqper 
unter der Voraussetzung, daß E eingetroffen sei. Nun ist allgemein 

fSiE{UiF)'=f!aKiüi)m,{F) ' 

und nach Formel (3*) in Nr. 101 

^^üd- , ^ ^ -^ — , 

daher endgültig 

JiaB(L',)©t,/J5)SBj,/F) 

^fXF) - -'-- , (13*) 

Jia8(f7.)SBp^(^ 

fibereinstimmend mit dem Inhalt der Formel C13). 
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Ist die Wahrscheinlichkeit x von ® aller Wierte des stetigen Be- 
reiches (0, 1) fähig y so stellen sich die früher mit (o, l>; p bezeich- 
neten Wahrscheinlichkeiten insgesamt als Funktionen von x dar und 
sollen nunmehr mit w, y, B bezeichnet werden, so daß w die aprio- 
rische Wahrscheinlichkeit von Xy y die auf x basierende Wahrschein- 
lichkeit von E und g die aus x gefolgerte Wahrscheinlichkeit von F 
bedeutet. Die aposteriorische Wahrscheinlichkeit von F stellt sich 

dann in der Gestalt 

1 

/ wyzdx 

77 = «4 , (15) 

j tcydx 



und wenn w konstant ist, in der Form 

1 
J yzdx 

n^'- — (16) 

fydx 



dar. 

Die Bemerkungen, die in Nr. 107 über die Wahrscheinlichkeit 
der Ursachen gemacht worden sind, übertragen sich notwendig auch 
auf n. 

Lediglich dazu, um den prinzipiellen Unterschied der beiden Be- 
stimmungsweisen der empirischen Wahrscheinlichkeit hervorzuheben, 
diene das folgende einfache Beispiel (vgl. Nr. 107). 

Aus einer Urne, die nur weiße und schwarze Kugeln, im ganzen 
vier, enthalt, sind vier Ziehungen (mit Zurücklegung der Kugel) ge- 
macht worden; dreimal erschien eine weiße, einmal eine schwarze 
Kugel. Welche empirische Wahrscheinlichkeit folgt aus diesen Tat- 
sachen für das Ziehen einer weißen Kugel aus der Urne? 

Dem beobachteten Ereignis E (3 weiß, 1 schwarz) können drei 
Ursachen zugrunde gelegt werden, nämlich: 

Uli 3 weiße, 1 schwarze Kugel, 
ü,: 2 „ 2 „ Kugeln, 
^s' ^ n ^ ff ff ] 

die Wahrscheinlichkeiten von E nach diesen drei Ursachen sind: 

/8\»1 2T_ /1\* 16 /1\83 3 

-Pl ^ U) 4 "" 266' -P» '^ U/ ■" 266' ^^ ^ [i) 4 "" 256' 

die Wahrscheinlic\ikeiten der Ursachen selbst: 

p 27 p 16 p ^ 

^i^ie' -^«""46' ^«^46 
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Das künftige Ereignis F ist das Ziehen einer weißen KogeL Seine 
Wahrscheinlichkeit nach der wahrscheinlichsten Ursache {U^ ist 

J-0,75,- 

seine Wahrscheinlichkeit a posteriori dagegen 

27 8 16 1 » 1 29 ^^^ 

HO. Hauptan^be über die aposteriorisohe Wahnohein- 
Uohkeit. Das beobachtete Ereignis E bestehe in dem tn- maligen 
Eintreffen und dem n- maligen Ausbleiben eines Ereignisses @ von 
unbekannter, a priori aller Werte gleichfähiger Wahrscheinlichkeit x. 
Das künftige Ereignis F bedeute das m'- malige Eintreffen und das 
n'- malige Ausbleiben von @ in w' + n weiteren Beobachtungen. 

Die Bestimmung der aposteriorischen Wahrscheinlichkeit 11 von F 
hat nach der Formel (16) zu erfolgen, und zwar ist darin: 

zu setzen; denn das beobachtete Ereignis zeigt eine bestimmte Reihen- 
folge des Eintreffens und Ausbleibens von @, während bezüglich des 
künftigen diese Reihenfolge unbestimmt und gleichgültig ist; aber 
auch wenn man sich auf den Standpunkt stellen wollte, daß die erste 

Reihenfolge unbekannt sei, würde der BinomialkoefKzient r^^^\ aus 

der Rechnung fallen. Hiemach hat man 

1 

^-r'i**')"— I (17) 



Werden die Integrale nach der Formel (9), Nr. 106, ausgeftlhrt, so 
ergibt sich für 77 der nur aus Fakultäten zusammengesetzte Ausdruck : 

( m'+np! {fn + m)\ (n + n)! (m + n+ 1)! /^»t*v 

m'ln'l(m + m'+n + n'+l)!mlnl ' ^ ^ 

der bei großen Werten von m, n, m', n mittels der Stirlingschen 
Formel auszuwerten wäre. 

Durch die Annahme m'= 1, n'=» geht 77 in die aposteriorische 
WahrscheifduMeit des Ereignisses @ selbst über; diese beträgt also: 
1 

77-?-i ^-V^- (18) 

far(l — x)'*dx 
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Sie unterscheidet sich um so weniger von der Wahrscheinlichkeit nach 

der wahrscheinlichsten Hypothese, deren Wert — ^j— ist, je umfang- 

reicher die Erfahrung E ist. 

Unter der Voraussetzung, daß m + n eine sehr große Zahl ist^ 
hat das Resultat (18) auch dann eine wohlhegründete Bedeutung^ 
wenn die Voraussetzung der gleichen apriorischen Wahrscheinlichkeit 
aller Werte von x nicht zutrifft; wegen der außerordentlich raschen 
Abnahme der Funktionen unter den Integralzeichen, sobald man sich 

von den einander nahelieirenden Stellen — r-^-r und - i — ihrer 

Maxima entfernt, wirken nämlich nur enge Intervalle um diese Werte 
auf den Betrag von 77 ein, und innerhalb dieser Intervalle wird es 
zumeist untunlich sein, eine Abstufung im Möglichkeitsgrade der Werte 
von X vorzunehmen. 

Setzt man in der Formel (17) m = m\ n «= «', [m + n ^ s], so 
kommt man zu der Wahrscheinlichkeit eines künftigen Erfolgs, der 
mit dem beobachteten, was die Wiederholungszahlen des EintrefPens 
und Ausbleibens anlangt, vollständig übereinstimmt; ist s sehr groß^ 
so ergibt sich für diese Wahrscheinlichkeit der Näherungswert 



bei demselben s ist dieses 77 um so größer, je mehr die Zahlen m, n 
voneinander verschieden sind; sein kleinster Wert ist —r.-...- Hätte 

man beispielsweise aus einer Urne unbekannten Inhalts in 10000 
Ziehungen 2000-mal eine weiße und 8000-mal eine schwarze Kugel 
hervorgeholt, so wäre gemäß der Formel (19) mit der Wahrschein- 
lichkeit — -= = 0,0075024 zu erwarten, daß 10000 weitere Ziehungen 
dasselbe Resultat hervorbringen. 

Zu der Formel (19) ist folgendes zu bemerken. Wären — , — 

die bekannten Wahrscheinlichkeiten für das Eintreffen und Ausbleiben 
von @, so bestünde nach Nr. 74 die Wahrscheinlichkeit 



1/2«« 

Y 8 9 



m n V \ 



8 



27tmn 



dafür, daß in s =^ m + n Versuchen (£ m-mal eintreffen und n-mal 
ausbleiben werde. Diese Wahrscheinlichkeit ist )/2-mal größer als 
die in Formel (19) unter andern Voraussetzungen berechnete. Der 

6rund dieser Abweichung liegt darin, daß dort - , - nicht die sicheren^ 
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sondern nnr die wahrscheinlichsten Werte der Wahrscheinlichkeiten 
für @ und @ sind. 

m. Beispiel L. Eine Urne enthält 8 Kugeln , weiße und 
schwarze; 4 davon sind nach und nach herausgenommen worden, und 
es waren 3 weiß, 1 schwarz. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß 
von 8 weiteren Kugdn, die man sukzessive zieht, 1 weiß und 2 schwarz 
sein werden? 

Fünf Hypothesen sind mit der bekannten Anzahl der Kugeln und 
dem beobachteten Ereignis vereinbar, nämlich 

Z7i . . . 3 weiße, 5 schwarze Kugeln 
t/j . . . 4 „ 4 „ „ 

c/j . . . 5 % „ 3 „ „ 

ü,...6 „ 2 „ 
ü,...l „ 1 „ Kugel. 

Die aus ihnen entspringenden Wahrscheinlichkeiten des beobachteten 
Erfolges sind: 

8. 215 5^ 4-32 4 _ J16^ 64. 8-8 80 

^1 "^ 8 7 . 6 . 6 "" 280' ^« "" 8 • 7 • 6 . 6 ~ 280' ^^ — 8-7. 65 ^ 28Ö' 
6-5-4-2 __ iO^ 7-6 6- 1 86 

•P*"" 8-7.6. 6 "" 28Ö' ^5^87.6 6™ 28Ö' 

jene des zukünftigen Ereignisses: 

Folglich reduziert sich die aposteriorische Wahrscheinlichkeit des 
kOnfkigen Ereignisses auf 

wenn man in Ermangelung weiteren Wissens die Ursachen als a priori 
gleichwahrscheinlich ansieht, so ist 

p 16 ^8 p _ 15 

-^2 6 +16 + 80 -4- 40 + 36 68' »—63' 

demnach 

n-±. 

Nun nehme man an, dieselben Ziehungen würden aus einer Urne 
mit einer unbegrenzten Menge weißer und schwarzer Kugeln un- 
bekannten Mischungsverhältnisses gemacht worden sein, und es handelte 
sich um die aposteriorische Wahrscheinlichkeit des nämlichen künf- 
tigen Ereignisses. Die unbekannte Wahrscheinlichkeit x für das 
Ziehen einer weißen Kugel kann dann jeden Wert zwischen und 1 
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besitzen und bleibt während der Ziehungen konstant. Man hat nun 
n nach der Formel (17) zu rechnen und findet 

fx\l-xYdx tili 

^^ =" \i) 1 ^ ^ • TTTT ^ 14' 

fx\l—x)dx 6! 



Das Resultat ist dasselbe wie vorhin und diese Übereinstimmung gilt 
für beliebige Zahlen.^) 

112. Empirische Wahrsoheinliohkeitsbestimmimg. Neben 
die Ermittlung der Wahrscheinlichkeit auf (Jrund einer Analyse der 
Urteilsmaterie tritt als selbständige Methode die Wahrscheinlichkeits- 
bestimmung auf Grund von Erfahrungsdaten oder Versuchen über 
dieselbe.*) 

Was den Erkenntniswert der nach diesen beiden Methoden ge- 
bildeten Wahrscheinlichkeiten anlangt, so läßt sich eine vergleichende 
Aussage von allgemeiner Gültigkeit darüber nicht machen. Bei der 
ersten Methode hängt er von dem Grade der Sicherheit ab, mit 
welchem man über das relative Maß der Möglichkeit der Einzelfälle 
zu urteilen imstande ist, insbesondere von dem Grade der Berechtigui^;, 
mit der man die Einzelfälle als gleichmöglich annehmen darf. Bei 
der zweiten Methode ist für den Erkenntniswert der [Jm£Eing der Er- 
fahrungen und die richtig^e Wertung der einzelnen maßgebend, die bei 
der Bildung des Wahrscheinlichkeitsbruches in Rechnung zu ziehen 
ist; auch hier wird man zumeist die einzelnen Erfahrungen als gleich- 
wertig erachten müssen in Ermanglung eines verlaßlichen Mittels sü 
ihrer Abwägung. Es kann hiemach ganz wohl geschehen, daß man 
einer auf breiter Erfahrungsgrundlage ermittelten Wahrscheinlichkeit 
den Vorzug geben wird, selbst dann, wenn eine apriorische Wahr- 
scheinlichkeitsbestimmung formell durchfiihrbar, aber materiell nicht 
genügend sicher ist. So würden, um ein Beispiel anzuführen, die ans 
einer umfangreichen Versuchsreihe mit einem Würfel ermittelten Wahr- 
scheinlichkeiten der sechs Seitenflächen eine größere Berechtigung be- 
anspruchen dürfen als die aus der bis zu einem gewissen Grade immer 
unsicheren Annahme der Gleichmöglichkeit gezogene Bewertung mit -|* 

Was die Tragiveite der beiden Methoden betriflft, so ist die em- 
pirische Wahrscheinlichkeitsbestimmimg der apriorischen weitaus über- 
legen; sobald man nämlich das Gebiet der Wirklichkeit betritt, hört 
die Durchführbarkeit des letzteren Verfahrens fast völlig auf. Fragen, 



1) J. Todhunter, History of the mathematical theorie of probability (1865)« 
p. 454 ff. 

2) R. Lämmel, 1. c, p. 36 ff., nennt diese Methode die „Btatistische^S 
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die die Naturwissenschaften und das soziale Leben nach dieser Rich- 
tung stellen^ sind zumeist so komplizierter Art, daß an eine Wahr- 
scheinlichkeitsbestimmung a priori gar nicht gedacht werden kann. 
Aber auch bei Problemen; deren Struktur eine Analyse zulassen würde, 
kann die weitere Verfolgung an den mathematischen Schwierigkeiten 
scheitern, die sich einer Bewertung der ins Verhältnis zu setzenden 
Mengen entgegenstellen. 

Einige Beispiele mögen diese Aussagen ins volle Licht rücken. 
Man kann die Frage nach der Wahrscheinlichkeit einer männlichen 
Geburt stellen; es soll zunächst davon abgesehen werden, ob dabei 
von einer konstanten Wahrscheinlichkeit gesprochen werden kann in 
dem Sinne, daß auf Grund des BernouUischen Theorems danach die 
absolute und relative Häufigkeit männlicher Geburten in einem be- 
stimmten Gebiet und während eines bestimmten Zeitraumes beurteilt 
werden könnte. Auf den ersten Blick ist die Undurchführbarkeit 
einer apriorischen Lösung zu erkennen, weil über die das Geschlecht 
bestimmenden Umstände nicht einmal qualitativ, geschweige denn 
quantitativ etwas ausgesagt werden kann; es bleibt nur der Weg der 
empirischen Bestimmung ofien. Ganz ebenso verhält es sich mit der 
Frage nach der Wahrscheinlichkeit, daß eine Person bestimmten Alters 
und gegebener Zugehörigkeit zu einem Personenkreise innerhalb eines 
bestimmten Altersintervalls sterbe, oder daß eine männliche Person 
unter den gleichen Bestimmungen heirate, eine an einer bestimmten 
Krankheit erkrankte Person genese usw. 

Als Beispiel eines Falles, wo die mathematischen Schwierigkeiten 
das Hindernis bilden, sei die Frage nach der Wahrscheinlichkeit an- 
geführt, daß zwei unabhängig voneinander gewählte natürliche Zahlen 
teilerfremd seien oder ein mit beliebigen Zahlen hingeschriebener ge- 
meiner Bruch sich nicht abkürzen lasse. ^) Wiewohl es sich hier um 
einen Sachverhalt handelt, der nicht vom Zufall abhängt, sondern 
den Gesetzen der Zahlen unterworfen ist, so kann doch mit voUer 
Berechtigung von einer Wahrscheinlichkeit gesprochen werden. In 
der Form, in der die Frage gestellt ist, muß an die transfinite Menge 
der Zahlenpaare gedacht werden; geht man bis zur endlichen Zahl e, 
so hat man es mit jg^ Zahlenpaaren zu tun, und befinden sich darunter 
g){0) solche, die relativ prim sind, so wäre die Aufgabe nach dem 
Ansatz 



zu lösen, der aber erst dann ausführbar wäre, wenn man eine Dar- 
stellung von (p{jg) besäße. In Ermanglung einer solchen bleibt nichts 

1) B. Lämmel, 1. c, p. 89. 
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übrig; als zum empirischen Verfahren zu greifen. Zu dem Zwecke 

empfiehlt es sich, die Zahlenpaare 
,l?3k5 6^8?mu213ni5 d^'.t die Punkte eines quid»- 

^' ^\/ tischen Gitters darzustellen, die zu 

]/[ ' ^.^^* relativ primen Paaren gehörigen 

r. • . .^\ Punkte hervorzuheben und dann 

C?" *^N in dem Gebiet, auf das man 

^i ' [ ' ' ' ^\ ß^®^ beschränken will, zu zählen, 

^, . ' . ] ] X^ Fig. 16; bei dieser Zählung wird 

^Q. • . •\ man von dem Umstände Gebrauch 

// \ machen, daß das ganze Schema 

^?! ..•!.!••.! N bezüglich der durch die Punkte z/0 

y^, . , , . /n^ verlaufenden Achse symmetrisch 

tS* • • • • • • -N ist. Eine bis jßf =« 44 geföhrte 

Fig. 16. Untersuchung ergab folgende Re- 
sultate*): 

4 16 11 0,6625 

8 64 43 0,67187 

12 144 91 0,63194 

16 256 159 0,62109 

20 400 255 0,6375 

24 576 359 0,62326 

28 784 483 0,61607 

32 1024 647 0,63183 

36 1296 791 0,61034 

40 1600 979 0,61187 

44 1932 1207 0,62474 

Wiewohl die Primzahlen immer wieder eine Störung des gleichmäßigen 
Verlaufs hervorrufen, ist auf Grund dieses Bruchstücks doch anzu- 
nehmen, daß der obige Grenzwert nahe an 0,6 liegen dflrfte. 



IV. Abschnitt. Bewertung von Vor- und Nachteilen, welche 
an zufällige Ereignisse geknüpft sind. 

§ 1. Die mathematische Erwartung. 

113. Deflnition der mathematisohen Erwartung. Eine 
Person sei an einer Reihe zufälliger, einander ausschließender Er- 
eignisse F, F', . . . F^'^ in der Weise interessiert^ daß das Eintreffen yon 



1) Abweichend Ton Lämmels Angaben, I. c. 
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F^^j das mit der Wahrscheinlichkeit p^^ zu erwarten ist, für sie eine 
Einnahme (oder Ausgabe) a^'^ zur Folge hat; im Falle der Einnahme 
soll a^^ positiv, im andern Falle negativ sein. Dann hat die Person 
eine Ungewisse Summe x zu gewartigen, die n + 1 verschiedener Werte, 
eines jeden mit bestimmter Wahrscheinlichkeit, fähig ist, und man 
kann im Sinne von Nr. 55 von einem Durchschnittswert dieser Summe 
sprechen, der sich als Summe der Produkte ihrer möglichen Werte 
mit den zugehörigen Wahrscheinlichkeiten darstellt; wird er mit E 
bezeichnet, so ist 

E=^pa+ pa + p'a' H h p^^^a^"), (1) 

wobei gleichzeitig 

1> + P +!>"+••• +!>("> =1 (2) 

besteht. 

Ist nur auf das Ereignis F eine Summe, ein Preis a ausgesetzt, 
während die übrigen Ereignisse keine Yermögensänderung zur Folge 
haben, so kann x nur die beiden Werte a und annehmen, ersteren 
mit der Wahrscheinlichkeit p, letzteren mit der Wahrscheinlichkeit 
3 =- jP' + p" H h P^''^ nnd es ist 

E^pa. (3) 

Den Mittelwert E bezeichnet man im vorliegenden Falle als die 
mathematische Erwartung oder mathematische Hoffnung der Person 
gegenüber den ungewissen Summen. Hiernach ist die auf eine ein- 
jsdne Summe bejsügliche mathematische Erwartung das Produkt aus der 
Summe und der Wahrscheinlichkeit ihrer Reaiisierungf und die auf eine 
Beihe einander ausschließender Eventualsummen bezügliche mathematische 
Erwartung gleich der Summe der Erwartungen, tcelche die einzelnen 
Beträge betreffen. 

Man spricht in dem letzteren Falle von einer totalen mathe- 
matiscJien Erwartung oder Hoffnung gegenüber den Einzelerwartungen, 
aus denen sie sich zusammensetzt. 

Von mathematischer Hoffnung wird häufig auch gesprochen, 
wenn in dem Produkt pa der Faktor a nicht eine Geldsumme, 
sondern irgend eine andere vom Zufall abhängige Größe bedeutet. 

114. Besiehang der mathematisoheii Erwartung snm 
wahrsoheinliehsten Erfolg, um zur Bedeutung dessen zu ge- 
langen, was soeben als mathematische Erwartung formal definiert 
worden ist, stellen wir folgende Betrachtung an. 

Auf das Eintreffen des Ereignisses F, dem die Wahrscheinlich- 
keit p zukommt, während das Nichteintreffen mit der Wahrscheinlich- 
keit 2 — 1 — j9 zu erwarten ist, sei der Preis a ausgesetzt. 

Bei einer einmaligen Realisienmg der Bedingungen hat die Person, 
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welche sich zur Zahlung des Preises verpflichtet — der Unternehmer — , 
entweder a oder auszufolgen. 

Werden s Realisierungen vereinbart und ist s eine Zahl^ welche 
sich im Verhältnis p:q in zwei Teile zerl^en laßt, so ist die wahr- 
scheinlichste von dem Unternehmer zu leistende Zahlung spa, weil 
die Kombination: S|>-mal F und sq-msl Nicht-P unter allen die wahr- 
scheinlichste ist; die durchschnittlich auf eine Realisierung entfallende 
Zahlung ist dann pa. 

Sind spf sq nicht ganze Zahlen, so gibt es (vgl. Nr. 67) zwischen 
sp — q und sp +p eine ganze Zahl, die in der Form sp + ö (mit 
jdl < 1) geschrieben werden kann und so beschaffen ist, daß (sp + d)- 
mal F und (sq — d)-mal Nicht--F die wahrscheinlichste Kombination 
bezeichnet Die wahrscheinlichste Leistung des Unternehmers beträgt 
jetzt (sp + &) a, und davon entfällt auf eine Realisierung durchschnitt- 

A n. 

lieh der Betrag pa '\ , der sich mit wachsendem s dem pa als 

Grenze nähert. 

Man kann demnach den Satz aussprechen: Die wahrscheinlichste, 
durchschnittlich auf eine von s Realisierungen entfallende Zahlung 
des Unternehmers ist der mathematischen, auf eine Realisierung ge- 
richteten Erwartung entweder genau gleich oder weicht von ihr um 

eine (Jröße der Ordnung — ab. 

116. Die aus einer wiederliolten Bealifdening resiil- 
tierende mathematisolie Erwartung. Die Bedingungen seien 
dieselben wie in der vorigen Nummer. Aus s Wiederholungen können, 
entsprechend den möglichen Kombinationen des Eintreffens und Aus- 
bleibens von F, s +1 verschiedene Erfolge erzielt werden: 

sa, (s — l)a, • • • (5 — r)a, • • • a, 0; 

ihre Wahrscheinlichkeiten sind durch die Glieder der Entwicklung 
von (p + q)' bestimmt; insbesondere kommt dem Erfolge (s —- r)a 

die Wahrscheinlichkeit (*)l?*"'*3'* zu. Mithin ist die aus der wieder- 
holten Realisierung hervorgehende mathematische Erwartung 

E~a^is-r){l)i^-rg^. 



Um den Wert der Summe zu ermitteln, gehe man von der all- 
gemeineren Summe 


aus, in welcher t eine Hilfsvariable bedeutet; durch Differentiation 
nach dieser entsteht 
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a 

^is-r)p (;) (tp)'- r-^qr^sp{tp + qy- \ 



und hieraus ergibt sich, wenn ^ » 1 gesetzt wird: 
^is-r){l)p'-rqr^sp; 



demnach ist 

jB= spa, 

also die ^-fache auf die einfache Entscheidung gerichtete mathematische 
Erwartimg. 

Da sich die auf mehrere voneinander unabhängige und einander 
ausschließende Ereignisse bezüglichen Erwartungen bei der Bildung 
der Gesamterwartung summieren, so kann auch für den allgemeinen 
Fall: Auf die Ereignisse I, F\ • • • F^'^\ deren Wahrscheinlichkeiten 
Pj !>',••• l>^"^ sich zur Einheit ergänzen, sind die Preise a, a', • • • a^") 
ausgesetzt — die auf die 5-malige Verwirklichung der allgemeinen 
Bedingungen gerichtete mathematische Hoffnung angegeben werden; 
sie ist 

116. Besiehungen iwisehen Preis und Elnsati; Oewinn- 
teilnngsregeL Eine Person — der Unternehmer — setze auf das 
Eintreffen eines Ereignisses F von der Wahrscheinlichkeit p einen 
Preis a aus und gehe diese Verpflichtung 5-mal, derselben Person oder 
yerschiedenen Personen — den Spielern — gegenüber, ein. Dann ist 
spa die wahrscheinlichste Zahlung, welche der Unternehmer zu leisten 
haben wird. Soll ihm daraus weder ein Nutzen noch ein Schaden 
erwachsen, so wird die gleiche Summe seitens der Spieler an ihn 
abzuführen sein, d. h. der auf eine Entscheidung zu leistende Einsatz 
ist mit |>a zu bemessen. 

Die auf den ausgesetzten Preis bezügliche mathematische Erwartung 
des Spielers bezeicJmet also seinen rechtmäßigen Einsatz. 

Hat eine Person die Anwartschaft, den Preis a mit der Wahr- 
scheinlichkeit p zu gewinnen, so repräsentiert diese Anwartschaft; vor 
der Entscheidung einen Besitz, der mit demselben Werte zu bemessen 
wäre, welchen die Person als Einsatz zu leisten hätte, also mit der 
mathematischen Erwartung /)a; dieser Betrag würde auch den recht- 
mäßigen Kau^reis darstellen, um welchen sie die Anwartschaft an 
eine andere Person abgeben könnte. Nicht aber darf die mathe- 
matische Erwartung als derjenige Betrag erklärt werden, den die be- 
treffende Person vor der Entscheidung als sicheren Besitz anzusehen 
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hat.^) Der mathematischen HofiFnung kommt im Grunde genommen 
für den Fall einer einmaligen Realisierung keine reale Bedeutung zu: 
aus einer solchen kann der Person nur eine der Yermögensänderungen 
und a, niemals aber der Vermögenszuwachs pa erwachsen. Erst 
wenn es sich um eine sehr große Anzahl von Realisierungen^ um ein 
Massenspiel; handelt, erlangt pa eine reale Bedeutung, indem es dann 
die durchschnitäidi auf eine Realisierung entfallende wahrscheinlichste 
Yermögensändenmg bedeutet. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung kann 
daher zur ,,Regelung^' eines Einzelspiels nichts aussagen^ ein solches 
bleibt immer Sache der persönlichen Entschließung, unter Umstanden 
ein Wagnis; hingegen ist sie zur Regelung von Massenspielen, worunter 
auch alle auf zufällige Ereignisse gestützten ernsthaften Unter- 
nehmungen gemeint sein sollen, berufen. 

Der Person, welche auf den Preis a den Einsatz pa leistet, filllt, 
wenn sie den Preis erzielt, ein Gewinn g =^ a — pa zu, weil sie den 
gezahlten Einsatz nicht zurückerhält; zwischen Gewinn und Preis be- 
steht somit die Beziehung 

zwischen Gewinn und Einsatz E ^pa ergibt sich mithin die Re- 
lation 

9 "' i' 

Dieselbe läßt auch folgende Deutung zu: Zu dem Preise a steuert der 
Spieler den Einsatz £, der Unternehmer den Gewinn g bei; der 
Spieler erlangt den Gewinn mit der Wahrscheinlichkeit p^ der Unter- 
nehmer den Einsatz mit der Wahrscheinlichkeit g. In einem geordneten 
Spiele oder einer Wette verhalten sich demnach die EinzaJdungen der 
beiden Partner wie ihre Wahrscheinliehkeiten, das Spiel oder die Wette 
zu gewinnen. Nachdem man die Proportion in die Form pg ^ qE 
gebracht, kann man auch sagen, daß bei einem geordneten Spiele die 
mathematischen Erwartungen der Partner in bezug auf die ihnen in 
Aussicht stehenden Gewinne einander gleich sind, oder daß die totale 
mathematische Hoffnung eines jeden Partners gleich Null ist; denn 
diese Hoffnung drückt sich für den Spieler durch pg — qE, für den 
Unternehmer durch qE — pg aus. 

Steht in einem Spiele, das eine Person mit der Wahrscheinlich- 
keit |), ihr Partner mit der Wahrscheinlichkeit q^l—p zu gewinnen 
erwartet, die Summe a, und verzichten die Spieler darauf, den Zufall 
entscheiden zu lassen, so haben sie sich rechtmäßig in die Summe a 
derart zu teilen, wie sie zu ihr hätten beitragen müssen, d. h. im Ver- 



1) Vgl. hiermit Poisson, Rechercbes sur la probabil., deutsch von 
H. Schnuse, p. 48. 
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lialtnisse der Wahrscheinlichkeiten p, q. Hierin ist einer der ältesten 
Sätze der Wahrscheinlichkeitstheorie enthalten, der dem Pascalschen 
Teilungsproblem (Nr. 40) zugrunde liegt. 

117. Beispiel LZ. Die Bestimmung der mathematischen Er* 
Wartung für einen Glücksfall, in welchem mehrere verschiedene Er- 
folge eintreten können, erfordert nach Nr. 113 die Feststellung dieser 
Erfolge und die Berechnung ihrer Wahrscheinlichkeiten; gerade in» 
der letzten Forderung liegt mitunter eine erhebliche Schwierigkeit 
der Aufgabe, die manchmal dadurch umgangen werden kann, daß man 
den Glücksfall in einen andern, ihm bezüglich der mathematischen 
Hofinung äquivalenten umwandelt, der eine einfachere Berechnung 
zuläßt. Einige Beispiele dieser Art sollen nun vorgeführt werden. 
Das erste bestehe in folgendem: 

Eine Urne enihäÜ n Kugeln, die mit den Nummern 1, 2, * * ' n 
bejseichnet sind. Eine Person, welche die Kugeln nach und wuh zieht, 
erhalt jedesmal 1 Frc., wenn die Nummer der Kugel mit der Ordnungs- 
zahl des Zuges übereinstimmt. Wie groß ist ihre Hoffnung? 

Statt die Wahrscheinlichkeiten zu rechnen, daß dies 1, 2, • • • n-mal 
geschehen werde, mache man sich klar, daß vor den Ziehungen jede 

Kugel die Wahrscheinlichkeit p =■ — hat, ihrer Nummer entsprechend 

gezogen zu weden. 

Hält man nämlich in der Reihe 1, 2, 3, • • • n eine bestimmte 
Nummer fest imd permutiert die andern auf alle möglichen Arten, 
so erhält man die Anzahl (w — 1)! der günstigen Fälle, in welchen 
die festgehaltene Nummer an ihrer richtigen Stelle steht; und da die 
Anzahl der möglichen Fälle n! beträgt, so ist tatsächlich fär jede 

Nummer "~, = — die Wahrscheinlichkeit, an der ihrem Rause 

entsprechenden Stelle zu erscheinen. 

Mithin ist der obige Fall in bezug auf die mathematische Er- 
wartung äquivalent dem folgenden: Es liegen n Urnen, mit den 
Nummern 1, 2, • • • n bezeichnet, vor; in jeder derselben befinden sich 
n Kugeln, die ebenfalls die Nummern 1, 2, • • * n tragen; man zieht 
aus jeder Urne eine Kugel und erhält, so oft die Nummer der Kugel 
mit der Nummer der Urne übereinstimmt, 1 Frc. Da nun die Überein- 
stimmung der Nummern bei jedem Zuge mit der Wahrscheinlichkeit - 
zu erwarten ist, so ist die mathematische Erwartung n — 1 Frc. = 1 Frc. 

Daß jedoch die beiden Glücksfalle im übrigen nicht identisch sind, 
geht schon aus folgender Bemerkung hervor. Den größtmöglichen 
Erfolg von n Frcs. zu erzielen, hat bei der ersten Modalität die 

Wahrscheinlichkeit — :, bei der zweiten die kleinere Wahrscheinlich- 

keit — . 
n 

Gsuber, WahnohoixiliohkeittTeohnnng. I. 8. Aufl. 14 
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118. Beispiel LH. Aus einer UmSy welche weiße und sehwarge 
Kugeln in solchem Mengenverhältnis enOuüt, daß für das Ziehen einer 
weißen die Wahrscheinliclikeit p, für das Ziehen einer schwarzen die 
WahrscheifHichlceit g =» 1 — p besteht j werden n Ziehungen gemacht, 
wohei die gezogene Kugd jedesmal zurückgelegt wird. So oft eine weiße 
Kugel erscheint, der eine schwarze vorausging und nachfolgt, erhält der 
Spider 1 Frc. Wie groß ist die Hoffnung? 

Die Lösang dieser komplizierten Frage wird einfach, sobald man 
sich die Überzeugung verschafit hat^ daß vor Beginn der Ziehungen 
der beschriebene Glücksfall an jeder Stelle, die erste und letzte aus» 
genommen, zu erwarten ist mit der Wahrscheinlichkeit pg^. 

Die Kombination schwarz- weiß-schwarz hat, für sich betrachtet^ 
an jeder Stelle der Ziehungsreihe die Wahrscheinlichkeit pq*. Diese' 
Wahrscheinlichkeit wäre nun nach und nach mit den Wahrscheinlich- 
keiten der yerschiedenen Kombinationen zu multiplizieren, die sich in 
dem übrigen Teil der Ziehungsreihe zutragen können, und die Summe 
der Produkte g^be die Wahrscheinlichkeit des Gewinnens an der be- 
treffenden Stelle. Hebt man aber pq* aus der Summe heraus, so 
ist der zweite Faktor die Entwicklung von (p + p)*"*, hat also 
den Wert 1. 

In bezug auf die mathematische Erwartung ist das Spiel also 
äquivalent n — 2 Ziehungen aus einer Urne, welche dem Erscheinen 
einer weißen Kugel die Wahrscheinlichkeit pq^ verleiht, wenn auf 
die weiße Kugel ein Preis von 1 Frc. ausgesetzt ist Die hierauf 
bezürfiche Hoflftiung ist aber (w — 2)pg^^) 

über diesen Punkt geht aber die Übereinstimmung nicht hinaus; 
während bei der zweiten Modalität « — 2 Frcs. als höchster Preis er- 
zielbar sind, beträgt bei dem vorgelegten Spiele der höchste Preia 

— 2 — oder -- 1, je nachdem n ungerad oder gerad ist. 

119. Beispiel UXL Peter hat m, Paul n Taler; jeder wirft 
seine Teder hin, und demjenigen, hei dem Wappen öfter erscheint, faUen 
aUe m + n Taler zu. Entspridit das Spiel dem Grundsatze der 
miigkeit? 

Von den beiden Zahlen sei m die größere. Es kommt darauf 
an, für jeden der beiden Spieler die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen,, 
daß er den andern in dem bezeichneten Sinne übertreffen werde. 

Wirft Peter einmal Wappen, so darf bei Paul kein Taler Wappen 
zeigen; die zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit hierfür ist 



(T)(ir(y- 



1) Vgl. die ahweichende Lösung J. Bertrands in seinem Calcul des pro- 
babilit^s, p. 52. 
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Wirft Peter zweimal Wappen, so darf Paul höchstens einmal 
Wappen treffen, und dies ist mit der Wahrscheinlichkeit 



(:)©■[(!)"+ ©(i)-] 



zn erwarten. 

Wirft Peter dreimal Wappen, so darf dies bei Paul höchstens 
zweimal eintreten; die Wahrscheinlichkeit dafür ist 

Nach diesem Gesetze hat man fortzuschreiten, bis man zu dem 
Falle, wo Peter n-mal und Paul höchstens n — 1-mal Wappen ge- 
troffen hat, wofQr die Wahrscheinlichkeit 

(:)(irKr+o(rr+-+(.:.)(in 

besteht. Von da ab, d. h. wenn Peter mehr als n Wappen erzielt, 
gewinnt er ohne Rücksicht auf den Erfolg Pauls; demnach ist die 
totale Wahrscheinlichkeit für Peters Gewinn: 

'^-iA^[(T)+(:)i>+oi+(:)i>+G)+oi+- 
+01' +(:)+••■+ Ol] 

f&r Paul ergibt sich durch eine ähnliche Betrachtung die Wahr- 
scheinlichkeit 

'--?i-.[G)+(;)l'+(T)l+0('+(T)+G)l + - 
+ 0|i + (T)+ ■+{.:.)1]- 

Ist^«-, so ist das Spiel billig; ist — > -, so ist Peter, 

und im Falle ^ < ~ Paul im Vorteile. 
Pt n 

Wenn m = 3 und n = 2, so geben die Formeln 

1 8 

l>i— 2' Ä — ie^ 

8 8 

und weil "ö > ^ ^ ®^ ^^^ Peter im Vorteile. 

14* 
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Wenn m » 4^ n » 3 ist, so hat man 

1 29 

64 4 

und da -öa > T > ^o ist auch jetzt Peter im Vorteile. 

Wird vereinbarty daß das Spiel, wenn es das erste Mal unent- 
schieden bleiben sollte, fortzusetzen ist bis zur Entscheidung, dann 
kommen die relativen Wahrscheinlichkeiten in Betracht, nämlich 

—4' - für Peter und — ^^ — für Paul. In betreff des Schlusses auf 

Pi+Pt Pi+P% 

die Billigkeit des Spieles bleibt diese Abänderung ohne Einfluß; die 

mathematische Erwartung eriUhrt aber eine Änderung. Kann das 

Spiel auch unentschieden bleiben, in welchem Falle jeder seine Taler 

zurücknimmt, so ist Peters Erwartung gleich 

jPi (m + «) + (1 -Pi -2)3) m =pi n + (1 - a) m; 
wird es fortgesetzt bis zur Entscheidung, so beträgt Peters Erwartung 
—^ — (m + n) Taler; für den letztbehandelten Spezialfall sind diese 

19 7ft 

Hoffnungen beziehungsweise 4 00 ^^^ ^ 00 Taler und übertreffen beide 
Peters Einsatz. 

120. Die S&tie von TohebyohefT. Tchebycheff hat einige 
Wahrscheinlichkeitssätze über die Mittelwerte dem Zufall unterworfener 
Größen^) abgeleitet, die sich neben der elementaren Begründung durch 
einen hohen örad von Allgemeinheit auszeichnen und eben deshalb 
geeignet sind, die Lösung vieler Fragen der Wahrscheinlichkeitstheorie 
auf sie zurückzuführen. 

Es seien x, y, - " irgend welche Größen, deren jede mehrere 
verschiedene Werte, einen jeden mit bestimmter Wahrscheinlichkeit, 
annehmen kann, und zwar sei x der Werte 

^19 ^a? ' ' ' ^k 
mit den Wahrscheinlichkeiten 



fähig, wobei 
ferner y der Werte 



Pt, P%f "Pk 

k 



^p.-h (1) 



Vu Vi, •■ y, 



1) Jontn. Liowr. (2) Xu, 1867, p. 177. 



IV. AbBchnitt. Beweitnng von Vor- tind Nachteilen tibw. 213 

mit den Wahrscheinlichkeiten 

9i7 Qif ••• 9n 



wobei wieder 



1 
dann der Werte 

^1, e, 



^Q^-h (2) 



u *ll 



mit den Wahrscheinlichkeiten 



*'i7 ^i) 



deren Summe 

m 



USW. 

Dann sind 

k 



^p.x^^a, ^q^y^^b, ^r^a^^c,-- (4) 

111 

die auf x, y, JSy" - bezüglichen mathematischen Erwartungen oder die 
Mittelwerte dieser Größen, 

k I m 

2^.*.*-«!, ^iiyi'-h, ^W-c,,.-- (5) 

1 1 1 . 

die Mittelwerte ihrer Quadrate. 

Daß die Realisierung der Bedingungen die Wertekombination 

^nf Vif ^M'"' ^^^ ^f yy ^r" «nd daher den Wert x^ + yi+ 0^ 

för die Summe x + y + e + "- herbeiführen weirde, ist mit der Wahr- 
scheinlichkeit PxQx^fi * ' ' zu erwarten, und dieselbe Wahrscheinlichkeit 
besteht auch für das Stattfinden der Differenz 

^,+ yx+^^ + ":-(^'-b-c — 

zwischen der beobachteten Summe und der Summe der Mittelwerte. 
Demnach ist der Mittelwert des Quadrates dieser Differenz durch die 
vielfache Summe 



2(^x + 9;i+ ^^+ a - & - c yPn9x^^ 






ausgedrückt. Schreibt man die Differenz in der Form 

so gibt ihr Quadrat zweierlei Glieder: quadratische imd produkt- 
förmige in den Differenzen x^ — a, y^ — h, jg^ — c, - - -. 
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Die Summierung auf das erste quadratische Glied 
{x^ — af = icj — ^O'X^ + «^ 
zunächst in bezug auf den Zeiger x ausgeführt gibt 

— Ol — 2a' + a' =- ttj — a*; 

die Summierung in bezug auf die andern Zeiger ändert an diesem 
Werte nichts, weil vermöge (2), (3),--- 

2«^^ ^ 1 (für A = 1,2, . . . Z; fi - 1,2 . . . m; . . .). 

Ebenso ergibt das zweite quadratische Glied \ — &', das dritte 
Cj — c*, usw. 

Bei dem ersten produktformigen Gliede * 

2(iPx~ <^){yx - fe) - 2(a?^y^ - hx^ - ay^ + ah) 
ergibt die Summierung in bezug auf den Zeiger x 

^(yx^Pn^x - * -2!Px^x - «ya -5!Px + »* 2Pn) 

— 2(ay^ — a6 — ay;^ + ab) — 0, 

und die weiteren Summierungen können an diesem Werte nichts 
ändern; in gleicher Weise verschwinden die aus den übrigen produkt- 
formigen Gliedern entspringenden Anteile der Summe. 
Somit ist 

2(^n + yx + ^^ + a-&-c yp^qir^'" 

„a, + b, + c,+ a'-b'^c^ ; ^ 

daraus folgt aber, daß 

^(^x + y;i + ^^ + a-b-c yp^qjr^-- i 

«•(«1 + ^ + Ci H a* - 5* - c* ) "" ä* ' 

Läßt man in der Summe, welche den Zähler bildet, alle Glieder fort, 
in denen 

(^x+y^ + ^ + a-b^c )' 

a\a, + b, + c^+ a^-b^-c* ) ^^ ^^^ 

ist, und ersetzt den linksstehenden Quotienten, so oft er größer ist 
als 1, durch die Einheit, so ist durch beide Prozesse die linke Seite 
vermindert worden, mithin das Verbleibende, d. i. 



^Puiir^"'<if 
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wobei sich, dem Ausgeführten zufolge, die Suinmierung nur auf solche 
Kombinationen von x, l, ^, •* • • erstreckt, für welche 

«•(«1 + \ + Ci + a*-b*-c* ) ^ W 

Die so eingeschränkte Summe ^p^qxV • • • bedeutet aber die Wahr- 
scheinlichkeit 1 — P för das Stattfinden eben dieser Relation (8), 
80 daß P die Wahrscheinlichkeit für das Stattfinden von (7) vorstellt. 

Da nun 1 — P< -^, so ist P> 1 5- Hiemach ergibt sich der 

Satz: 

I. Die Wahrscheinlichkeit P, daß die Differenz 

^x+y^+^^H a-h — c 

eicischen den Grenzen 



- «yai + &i + Cj + a»- 6*- r*- 

und 



(üso die Stimme 
zwischen den Grenzen 



a + b + c + «"l/äi + 61 + Ci H a*- 6*- c^ — 

und 



a + h + c-\ |-a|/ai + &i + qH a*~6»— c* 

erUhalten sei, ist größer als l j- 

Die Zahl a ist nur an die Bedingung gebunden, daß sie größer 
sein muß als 1. 

Ist n die Anzahl der Größen x, y, z,- - - und setzt man 

80 ergibt sich als eine Folgerung von I unmittelbar der folgende Satz: 
IL Die Wahrscheinlichkeit P, daß das arithmetische Mittel 



aus den hechachteten Werten von Xy y, z - - - enthalten sei zwischen den 
Grrenzen 



n t Y n H 
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und 

n "^ t r w n ' 

ist größer als 1 

Wenn die Mittelwerte a,bf c,» - - a^fb^y c^,- - - eine feste Gfrenze 
joicht überschreiten, so bleiben auch die arithmetischen Mittel 
n_J — »_J — »_! ^ — ! • — ^ wie groß auch n sein möge, unter 

einer festen Grenze, somit auch die Wurzelgröße, welche in dem Satze II 
vorkommt. Daraus folgt, daß man die letztgenannten Grenzen durch 
Wahl von t allein beliebig eng ziehen kann; und da bei beliebig 

großem t die Differenz 1 mit beständig wachsendem n der Ein* 

heit als Grenze sich nähert, so ist der folgende Satz erwiesen: 

III. Wenn die Mittelwerte von x, y, z,- - - tmd die ihrer Qwidrate 
Ober gewisse feste Grenzen nidit hinausgehen, so nähert sich die Wahr- 
scheiniichkeit P, daß der Unterschied zwischen dem arühmetisdien Miäd 
von n beobachteten Werten der x, y, z, und dem arithmetischen Mittel 
ihrer Mittelwerte a, &, c, • • kleiner sei als eine bdiänge klein festgesetzte 
Größe, mit wachsendem n der Einheit, 

121. Folgenmgen ans diesen Sätsen. Das Poissonsohe 
nnd das Bemonllisohe Oesets der groBen Zahlen. Einer Person 
falle mit dem Eintreffen des Ereignisses F, das mit der Wahrschein- 
lichkeit p zu erwarten ist, der Preis A zu, während das Nichteintreffen 
von F ohne Folgen bleibt. Es werden s Realisierungen vorgenommen» 
Von den Erfolgen oc^^\ oiP^\ • • • 3cf^'\ welche sich dabei einstellen, kann 
jeder einen der beiden Werte A und mit der Wahrscheinlichkeit jp, 
beziehungsweise 5 = 1 —p annehmen. Demnach ist der mittlere Wert 
eines jeden x^^ 

a^pA, 

der Mittelwert seines Quadrates 

a^-=^pA^. 

Nach dem. Satze I ist mit einer Wahrscheinlichkeit 

zu erwarten, daß die erzielte Summe jcP^^ + a;^*) H h u:^'^ enthalten 

sein werde zwischen den Grenzen 



spA — ayspA^— sp^A^ und spA + ayspA^ — sp>^A^ 
oder zwischen 

spA-- aAYspq^ und spA'\- aAyspq\ (1) 
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und nach dem Satze II besteht eine Wahrscheinlichkeit 

dafür, daß der durchschnittlich auf eine Realisierung entfallende Er- 
folg eingeschlossen sei zwischen die örenzen 

P^-^Vm ^d pÄ + ^y^, (2) 

Die Grenzen (1) erweitem sich bei gleichbleibender unterer Grenze 
von P im Verhältnis der Quadratwurzel aus s, die Grenzen (2) hin- 
gegen verengen sich unter den gleichen Umständen im Verhältnis der 
Quadratwurzel aus s, und man kann zu beliebig eng gewählten Grenzen 
(2) s so groß annehmen, daß die untere Grenze von P sich beliebig 
wenig von der Einheit unterscheide. 

Der in Rede stehenden Person möge wieder für den Fall des 
Eintreffens von F der Preis A ausgezahlt werden; dagegen sei sie 
verpflichtet, bei Nichteintreffen von F den Betrag B zu erlegen. Von 
den Erfolgen x^^\ x^^, - • - d'\ die sich jetzt bei 8 Realisierungen ein- 
stellen können, ist jeder zweier Werte, A und — Bj mit der Wahr- 
scheinlichkeit Py respektive q fähig, und es ist der mittlere Wert eines 
jeden af^^ gleich 

a^ pA — qBy 
der eines jeden x^^ gleich 

o^^pA^+qB^, 

Dem Satze I zufolge besteht eine den Betrag 1 1 übersteigende 

Wahrscheinlichkeit P dafür, daß der erzielte Gesamterfolg zwischen 
den Grenzen 



(3) 



s{pA '-qB)-'a ys{pA^ + qB^) - s{j?A - qBf 
und 

s{pA^qB) + ay^ 
oder zwischen 

sijpA — qB) — a{A + B) Yspq 

s{jpA - qB) + a{A + B)y7fq 

enthalten sein werde; und dem Satz II zufolge ist mit einer Wahr- 
st 
scheinlichkeit P, die größer ist als 1 , zu erwarten, daß der im 

Durchschnitt auf eine Realisierung entfallende Erfolg nicht über die 
Grenzen 

pA-qB-^^^yM und pA^qB + ^^^yM (4) 

hinausfallen werde. 
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Aus dem Ansätze (3) geht folgender Sachverhalt hervor: Ist 
pA — qB + 0, so läßt sich, wie groß auch a sein, wie nahe also P 
der Einheit liegen möge, s so bestimmen, daß die untere sowohl als 
die obere Grenze das Vorzeichen von pA — qB hat. Wenn hingegen 
die Betrage A^ B so geregelt sind, daß pA — qB » ist, dann kann 
der Gesamterfolg y wie groß auch s sein mag, ebensowohl einen Ge- 
winn wie auch einen Verlust bedeuten. 

Würde beispielsweise die Person 5^ Frcs. erhalten, wenn beim 

Würfeln As fallt, und 1 Frcs. zu zahlen haben, wenn eine andere 
Würfelseite erscheint, und wollte man mit einer Wahrscheinlichkeit, 

1 99 

die 1 — loü ^ Föö ^^®^^^ erwarten dürfen, daß aus s-maliger Wieder- 
holung des Spieles der Person ein Gewinn erwachse, so müßte 8> 84.500 
festgesetzt werden; denn soll 



•(l»y-|')-«'«T)/4l>o 

sein, so muß 

8 > 84500 
genommen werden. 

Von seinem UI. Satze hat Tchebycheff Gebrauch gemacht, um 
das Gesetz der großen Zahlen zu erweisen. 

Es habe x^^^ den Wert 1 oder 0, je nachdem ein Ereignis F im 
ersten Versuche eintrifft oder nicht, und die Wahrscheinlichkeiten 
hierfür seien Pi, qi=^ l —Pij ^*^ nehme einen der Werte 1 oder 
an, je nachdem dasselbe Ereignis im zweiten Versuche eintrifft oder 
nicht, wofür die Wahrscheinlichkeiten j)^, 9a» 1 — Pj bestehen mögen, 
usw.; endlich bedeute x^"^^ einen der Werte 1 oder 0, je nachdem das 
Ereignis F im n-ten Versuche eintrifft oder nicht, wofür p^ und 
q^=' 1 — p^ die bezüglichen Wahrscheinlichkeiten sein mögen. Dann 
bedeutet der beobachtete Wert von 



die relative Häufigkeit des Eintreffens von F in den n Versuchen; 
femer sind die Mittelwerte von x^'^\ x^^\ • • • x^**^ gleich 

die Mittelwerte ihrer Quadrate gleich 

Es besteht demnach eine Wahrscheinlichkeit P > 1 dafür, daS 
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sich die relatire Häufigkeit des Eintreffens von F zwischen den Grenzen 



.y^ 



Pi+Pt-\ \rPn ^ 1 l/Pi+i>tH hl>n Pl + Pi + "-+Pl 



befinden werde; und im Sinne des Satzes III nähert sich P mit 
wachsendem n der Einheit, wie eng man auch diese Grenzen fest- 
gesetzt haben mag. Dies aber ist der wesentliche Inhalt des Theorems 
von Poisson (s. Nr. 93). 

Unter der Annahme, daß die Wahrscheinlichkeit von F konstant 
bleibt im Laufe der Versuche, daß also l>i =JP2 = • * • =1>«"-1> und 
^j =3 jj — . . . =a g^ =» g =a 1 — 2>, ergibt sich das Bernoullische Theo- 
rem in der folgenden Fassung: Die relative Häufigkeit des Eintreffens 
von jP in n Versuchen liegt mit einer Wahrscheinlichkeit P, die 

größer ist als 1 , zwischen den Grenzen 



i> =F J l/jpg. 



§ 2. Das mathematische Risiko. 

122. Begriff des mathematisohen Bisiko. Jedes auf den 
Zufall gegründete Unternehmen, wenn es mathematisch geregelt ist, 
genügt der Grundforderung, daß die totale mathematische Erwartung 
eines jeden Teilnehmers gleich NuU ist. 

Trotz dieses gemeinsamen Merkmals unterscheiden sich aber ver- 
schiedene Unternehmungen voneinander je nach dem Verhältnis der 
dabei in Betracht kommenden Wahrscheinlichkeiten und nach der 
Hohe der auf dem Spiele stehenden Summen, und zwar in bezug auf 
die Aussicht auf Erzielung eines Reingewinnes oder in bezug auf die 
Gefahr eines Verlustes. 

Ein Unternehmer setze auf das Eintreffen eines Ereignisses F, 
dem die Wahrscheinlichkeit jp zukommt, einen Preis Ä aus und hebe 
dafür von dem Spieler den rechtmäßigen Einsatz 

E^pA (1) 

ein. Nach Abschluß dieses Vertrages steht der Spieler vor zwei 
Eventualitäten: entweder den Reingewinn A — Ez\i erzielen, und die 
hierauf bezügliche Beingewinnhoffnung ist 

B-p(A-E) = pil-p)A~pqA=^qE; (2) 

oder den Verlust des Einsatzes E zu erleiden, und die hierauf bezüg- 
liche Verlusterwartung ist 

R^qE; (3) 

beide sind sonach dem Betrage nach gleich. In einer ähnlichen Lage 
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befindet sich aber auch der Unternehmer: für ihn ist R der Ausdmck 
för die Gewinn-, B der Ausdruck für die Yerlusterwartong. 

Der Betrag B oder der ihm gleiche ^ ist als Maßstab fiOr die 
Gefahr, welche das Unternehmen sowohl der einen wie der andern 
Seite bringt, unter dem Namen Risiko von Tetens^) eingef&hrt woi^ 
den, während Wittstein') ihn als mathematisches, Hausdorff) 
neuerdings als durchschnittliches BisiJco bezeichnet. 

Der Quotient ^ drückt das Maß der Gewinnerwartong, der ihm 

gleiche Quotient -^ das Maß der Yerlusterwartung ohne Rücksieht 

auf die Höhe der Summen aus, die auf dem Spiele stehen. Man nennt 
den Wert dieser Quotienten das relative Risiko. Da nach (3) 

jr: 

ist, so wächst die relative Yerlusterwartung, oder wie man sagen 
kann, die Gefährlichkeit des Spiels geradeso wie die Wahrschein- 
lichkeit, zu verlieren. 

Den Größen B, R kommt auch eine unmittelbar verstaadliche 
Bedeutung zu. Es ist R der rechtmäßige Einsatz oder die Prämie^ 
welche der Spieler demselben oder einem andern Unternehmer zu 
leisten hätte, damit dieser ihm den wirklich eingetretenen Yerlust 
ersetze, und B die Prämie, gegen welche der Unternehmer seinerseits 
sich gegen einen Yerlust sichern könnte. 

Durch diesen neuen Y ertrag ist aber der Spieler keineswegs 
gegen jeglidien Yerlust gesichert*); vielmehr hat sich nur seine Bein- 
gewinnhoffiiung und im gleichen Maße seine Yerlusterwartung ver- 
ändert, und zwar vermindert. Denn seine Einzahlimg ist jetzt E + R, 
seine Reingewinnhoffhung daher 

B,^p(Ä'-E-R)^q^E, 

die Yerlusterwartung ebenfalls 

weil er im Falle des Yerlustes nur die ursprüngliche Einzahlung E, 
nicht aber auch die Prämie R «« qE zurückerhält. 



1) Johann Nicolans Tetens, Einleitung zur Berechnung der Leibrenten 
und Anwartschaften. II. Teil. Leipzig, 1786. 

2) Theodor Wittstein, Das mathematische Risiko der Versicherongs- 
gesellschaften etc. Hannover, 1885. 

3) F. Hausdorff, Das Risiko bei Zufallsspielen. Leipziger ßer. 49, 1897, 

4) Diese irrtümliche Auffassung könnte den Ausführungen Wittstein s 1. c, 
entnommen werden. 
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Es wäre also B^ die rechtmäßige Prämie, gegen welche sich der 
Spieler auch gegen diesen Verlust sichern könnte; hätte er dies ge- 
tan, so wäre seine Reingewinnhoffnung nur mehr 

iZ, - 1)(^ - i;- iT- IZi') - g»£ 

und ihr stünde die gleich große Verlusterwartung 

gegenüber. 

Auf diese Weise könnte der Spieler durch eine fortlaufende Kette 
von Versicherungen sein Risiko beliebig verkleinern, und er würde 
sich dabei dem interesselosen Grenzfalle nähern, daß er die Summe 
A einzahlt und eine gleich große Summe mit Sicherheit zurückerhält; 
denn seine Einzahlimg betrüge an der Gh*enze 

Man hat die Größen jR, jR^, iZj, • • oder K, B^, H^'j" auch 
als Risiko erster, zweiter, dritter, • • • Ordnung bezeichnet. 

123. Fortseteimg. Ausdehniing auf mehrere Preise. 
Auf eine Reihe einander ausschließender Ereignisse F^^ 2^|, • • • 2^^, 
deren Wahrscheinlichkeiten p^, p^^ - - - p^ demnach der Bedingung 

entsprechen, seien Preise Ä^, Ä^, - - - Ä^ ausgesetzt; der für diese 
Gewinnaussicht von einem Spieler zu leistende Einsatz ist 

Nach Erlag desselben ist seine Reingewinn hofihung 

wenn unter A^ alle jenen Preise verstanden werden, die größer sind 
als der Einsatz E] und seine Verlusterwartung ist 

wenn unter A^ alle jene Preise verstanden werden, die unter dem 
Einsatz liegen. Daß beide einander gleich sind, folgt aus 

n n n 



(2) 



1 


1 1 


ist auch 






n 

1 
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In gleicher Weise ergibt sich das Risiko zweiter Ordnung: 

n 

Rr = Ik'-\SPi\A-E-R\, (3) 

1 

das der dritten Ordnung: 

n 

^-■R.'-T2Äi^'-^--R--Kt'l' (4) 

1 

usw. Die Summe E + K+R^'+B^' + - - - nähert sich mit wachsen- 
dem Zeiger dem größten Preis als Grenze. 

Bei demselben Einsätze E kann das Risiko 22 sehr yerschieden 
ausfallen je nach der Verteilung der Preise und der Wahrscheinlich- 
keiten, sie zu erlangen. 

Als Beispiel wählen wir denselben Fall, an welchem schon Tetens^) 
den Begriff des Risiko erkort hat. 

Auf jede Seite eines Würfels sei ein Preis von so viel Francs 
ausgesetzt, als sie Punkte trägt. Der vom Spieler hierfür zu be- 
zahlende Einsatz ist 

^-|(l + 2 + 3 + 4 + 5 + 6)-3iFrcs., 

das Risiko des Spiels beträgt 

^ Q "l Q Q ' O 

das relative Risiko ist — : Sy -" tt? so daß der Spieler — oder 21-=-^ j^ 

des Einsatzes als Prämie zu zahlen hätte, um sich gegen den Verlust 
des Einsatzes zu sichern. 

Zahlt er diese Prämie, so ist seine gesamte Einzahlung 4-t- Frcs. 

und wird nur mehr von den Preisen 5 und 6 Frcs. übertroffen; 
sein Risiko ist nur mehr 



^"i(4-i|)-Ä^-' 



das relative Risiko 77i:4r^ — t^; er hätte also --- oder ^t^^L des er- 

12 O 02 ' Ö2 19 ^ 

höhten Einsatzes als Prämie zu zahlen, um sich gegen den Verlust 
desselben zu versichern. 

Hierdurch ginge aber sein Risiko, da die Einzahlung nun 4ry Frcs. 

beträgt, über in 

1) 1. c. 
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das relative Risiko betrüge jg:4y « rj, und er hätte gj oder 5—% 

der Einzahlung an Prämie zu erlegen, um sich gegen den Verlust 
jener Einzahlung sicherzustellen usw. 

Das Risiko nimmt also beständig ab, die zu leistenden Ein- 
zahlungen nähern sich aber wachsend dem höchsten Preise von 6 Frcs. 
als Grenze. 

Wäre auf die Warfelseiten 4, 5, 6 je ein Preis von 7 Frcs., auf 
die andern kein Preis ausgesetzt worden, so wäre vom Spieler der- 
selbe Einsatz von Sy Frcs. zu leisten; sein Risiko betrüge aber jetzt 

Sil 
das relative 1- : 3-^ =- ^- oder 50 % des Einsatzes. 

Und hätte der Unternehmer lediglich auf die Würfelseite 6 den 
Preis von 21 Frcs. ausgesetzt, so wäre bei dem gleichen Einsätze des 

Spielers, d. L S-r- Frcs., sein Risiko nunmehr 
^-1- 1^2 -2;-; Frcs., 

er hätte somit 2^^ : 3-x- = -5- oder 83— 7o des Einsatzes an Prämie zu 

zahlen, um sich gegen dessen Verlust zu schützen. 

Es ist sonach unter den drei Formen des Spiels die erste die 
mindest, die dritte die am meisten gefährliche. 

124. Das Bislko bei einer groBen Annfthl voneinander 
nnabhftnglger, gleichartiger BinzelfflUle. Der Unternehmer setze 
auf das mit der Wahrscheinlichkeit jp zu erwartende Eintreffen dea 
Ereignisses F den Preis A aus und hebe dafür von dem Spieler den 
rechtmäßigen Einsatz E^pA ein. Wie groß ist sein Risiko, wenn 
er eine sehr große Anzahl 8 solcher Verträge, entweder mit dem- 
selben oder mit verschiedenen Spielern, abschließt?^) 

Die Wahrscheinlichkeit, daß das Ereignis F in den s FaUen 

1) Man kann sich den Hergang etwa durch folgendes Schema verbild- 
lichen: Es liegen 8 gleichmäßig mit weißen nnd schwarzen Kugeln gefüllte 
Urnen vor, deren jede dem Ziehen einer weifsen Kugel die Wahrscheinlichkeit 
p verleiht; an jede dieser Urnen tritt eine Person heran und macht einen Zug; 
für jede dabei erschienene weiße Kugel zahlt der Unternehmer den Preis. 
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(sp + ^-mal eintreffe und (sq — Z)-mal ausbleibe, ist näherungs weise 
ausgedrückt durch (vgl. Nr. 75) 

p_ 

,-i — e *"*«, 

wenn g » 1 — jp ist Die von dem Unternehmer zu leistende Zahlung 
ist dann {$p + T)Af während seine Einnahme sE = spÄ betragt; er 
erleidet somit einen Verlust vom Betrage lÄ, Sein Risiko würde aLso 
erhalten, wenn man die Produkte 

n 
.lAe «•'« 



y^Tf 8 pq 



für aUe zulässigen positiven l bildete und summierte. Diese Summe 
kann aber (vgL Nr. 80, Schluß) mit hinreichender Genauigkeit durch 
das über aJie positiven Werte von l ausgedehnte Integral der eben 
angeschriebenen Funktion ersetzt werden, so daß man hat: / 



OB I* 



zwecks Ausführung der Integration führe man mittels der Substitution 
— = f die neue Variable t ein, und man findet so 

R'^ A]/fm L-'-dt - ^y^. (1) 

Daraus folgt das relative Risiko 

K _ Y±^ _ 0,39894l/I . (2) 

spA V 2n8 p ' V sp ^ ^ 

Hiemach wächst das absolute Risiko R proportional mit der 
Hohe des Preises und proportional mit der Quadratwurzel aus der 
Anzahl der abgeschlossenen Unternehmungen, hängt aber überdies 
noch von dem Großen Verhältnis der Wahrscheinlichkeiten ab; es wird 

in letzterer Hinsicht am größten für jp = ? =» -ö * 

Das relative Risiko aber nimmt im Verhältnis der Quadratwurzel 
aus der Anzahl der Unternehmungen ab und kann daher durch Ver- 
größerung dieser Anzahl beliebig klein gemacht werden. Darin zeigt 
sich der wesentliche Unterschied zwischen einem einzelnen Glücks- 
feile und einem aus einer großen Anzahl gleichartiger Fälle bestehen- 
den Unternehmen. 
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Zur Erläuterung diene folgendes Beispiel Der Unternehmer setze 
auf eine bestimmte Würfelseite den Preis von 6 Frcs. aus und hebe 
dafür den Einsatz von 1 Frc. ein. Für einen einzelnen Fall beträgt 

das absolute Risiko y Frc. oder 83^% ^^^ Einsatzes; um es zu 
decken^ müßte der üntemehiper von dem Partner neben dem Einsatz 
von 1 Frc. noch eine Prämie von -- Frc. einheben. Schließt der Unter- 
nehmer 500 solcher Fälle ab^ so ist sein absolutes Risiko 19,94 Frcs., 
das relative aber sinkt auf 0,039894 oder etwas weniger als 47o des 
gesamten Einsatzes, so daß er, um es zu decken, von jedem Piui;ner 

nur eine Zuschlagsprämie von — Frc. einzuheben brauchte. 

Es soll nun noch die Frage nach der Wahrscheinlichkeit erledigt 
werden, daß die von dem [Jntemehmer zu leistende Auszahlung sich 
von dem wahrscheinlichsten Betrage spA, der zugleich die Summe 
der von den Partnern gezahlten Einlagen darstellt, nicht mehr als 
um das. J;-fache Risiko nach auf- oder abwärts entfernen werde. 

Dem Bernoullischen Theorem zufolge kann die Wahrscheinlich- 
keit dafür, daß sich die Wiederholungszahl von F zwischen die Grenzen 
sp — l und sp + 1 stellen werde, nahe genug durch 



'"^•/' 



dt 



ausgedrückt werden. Die Zahlung des Unternehmers fällt dann zwischen 
die Grenzen spA — lA und spA-^-lA. Soll nun 

lA^kR^kA 
eein, so muß für l die nächste über 



liegende ganze Zahl genommen werden; nimmt man für l diesen letzten 
Ausdruck selbst, so wird 



'-r4'-' 



' -''dt' 



*(ife). ('> 



und dies ist die verlangte Wahrscheinlichkeit. Ihr halber Betrag drückt 
ebensowohl die Wahrscheinlichkeit eines das Ä;-fache Risiko nicht 
übersteigenden Gewinnes wie die eines gleichgearteten Verlustes aus. 

Omber, WfthnoheinliohkAittreohttiing. L S. Aufl. 16 
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Da Y ^^^ Wahrscheinliclikeit eines Verlustes überhaupt ist^ so bedeutet 

P auch die Wahrscheinlichkeit, daß, wofern ein Verlust eintritt, er 
unter dem Ä- fachen Risiko verbleibt. 

Mittels der Tafel I findet man, daß für 

Jk=- 1 2 3 4 5 6 

P- 0,31006 0,57498 0,76863 0,88945 0,95392 0,98332. 

13B. Das sogenannte mittlere Risiko. Wenn man jede 
Differenz zwischen einem Preise Ä^ und dem Einsatz E des Spielers 
als eine Abweichung bezeichnet, so stellt sich nach den Ausführungen 
in Nr. 123 das Risiko als der halbe Mittelwert der absoluten Be- 
träge aller Abweichungen; dies ist der Inhalt der dort abgeleiteten 
Formel (2): 



J2 = J2äI^-^I; 



dagegen ist — bei einem geordneten Unternehmen — der mittlere 
Wert der Abweichung selbst gleich Null, d. h. 



2a(^-^)=-o, 



wie ebenfalls dort gezeigt ist. 

Man kann nun daran denken, zur Charakterisierung eines vom 
Zufall abhängigen Unternehmens einen andern Mittelwert der Ab- 
weichungen zu yerwenden; als ein solcher bietet sich schon aus prak- 
tischen Erwägungen der folgende dar: 



■-V2 



-af-K ^>,(^,-^)*; (1) 

1 

er hebt den Zeichenunterschied der Abweichungen in einfacher Weise 
auf und läßt große Abweichungen stärker heryortreten, als wenn deren 
erste Potenzen in Rechnung gezogen werden, was eine strengere Be- 
urteilung der Yerlustgefahr erwarten läßt. Nach einer in einem andern 
Gebiete der Wahrscheinlichkeitsrechnung (s. Fehlertherorie) üblichen 
Nomenklatur wäre M als die mittlere Abweichung zu bezeichnen; ee 
ist dafür auch der Name mittleres Eisiko vorgeschlagen worden. ^) 

Wenn es sich um einen einzelnen Glücksfall handelt, so leistet 
die Größe M nicht genau dasselbe wie das Risiko; setbstyerständlich 
kommt ihr auch nicht dessen materielle Bedeutung zu. Angenommen^ 

1) S. die bereits zitierte Arbeit F. Hausdorffs. Dem Wesen nftch kommt 
dieser Begriff schon in C. Bremikers Schrift: Das Bisiko bei Lebensvertiohe- 
rangen (Berlin 1869) vor. 



IV. AbBclinitt. Bewerking von Vor- und Nachteilen qbw. 227 

auf das mit der Wahrscheinlichkeit p zu erwartende Eintreffen Ton F 
sei der Preis Ä ausgesetzt^ während im Falle des Nichteintreffens der 
Spieler seinen Einsatz E^pA an den Unternehmer yerliert, so ist 
das Risiko 

das mittlere Risiko 

M=yp{A-Ey+qI?'^Ey^', 

unter allen Umstanden ist also M> R, Wenn femer bei zwei Glücks- 
fällen mit demselben Einsatz die Risiken R\ R'' in der Beziehung 
JR' > JJ" zueinander stehen, so findet auch die Relation M' > M" 

statt. Aber das Verhältnis -^ kann erheblich yerschieden sein 

von -^. 

Anders gestaltet sich die Sachlage, wenn es sich um eine grofie 
Anzahl gleichartiger und voneinander unabhängiger Unternehmungen 
handelt; dann steht, wie gezeigt werden wird, das müäere Gesamt- 
risiko (des Unternehmers oder der Vereinigung aller Spieler) zu dem 
eigenüichen Gesamtrisiko in einem konstanten, von den Wahrschein- 
lichkeiten unabhängigen Verhältnis, so daß in einem solchen Falle 
die eine Gröfie ebenso geeignet ist wie die andere, die Verlustgefahr 
oder GewinnauBsicht des Unternehmens zu kennzeichnen. 

Schließt nämlich der Unternehmer s Vertrage von der oben be- 
schriebenen Art ab, wobei 6 eine sehr große Zahl sein soll, so ist die 
Wahrscheinlichkeit, daß seine Leistung spA — lA oder spA + lA 
betragen, die Abweichung also, vom Vorzeichen abgesehen, lA sein 
werde, näherungsweise durch 



yi nspq 



ausgedrückt (s. Nr. 75). Man erhielte also M^ durch Multiplikation 
dieses Ausdrucks mit QAy und Summierung des Produktes über alle 
zulässigen Werte von l. Statt dessen kann mit zureichender Genauig- 
keit das Integral 



y27C8pq 



00 



p_ 



genommen werden; fiihrt man hierin die neue Variable t mittels der 
Substitution 

16* 
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ein, 80 ergibt sich nach Vollziehung der Integration 

woraus dann 

M^AYspq (2) 

folgt. Da nun gemäfi der Formel (1) der vorigen Nummer das durch- 
schnittliche Risiko für denselben Fall 



B 



-^V-B 



beträgt, so ist tatsächlich das Verhältnis -^ konstant, und zwar ist 
-^ =- 0,39894 sein Wert, so daß 

R = M]/^ = 0,39894 M (3) 

ist. 

Das Rechnen mit der mittleren Abweichung bietet den Vorteil, 
daß man die mittlere Abweichimg, welche aus einer Reihe yerschie- 
denartiger Unternehmungen resultiert, die voneinander unabhängig 
sind, leicht berechnen kann, sobald die den einzelnen Unternehmungen 
entsprechenden mittleren Abweichungen bestimmt sind. Nach den 
einleitenden Entwicklungen zu den Tchebjcheff sehen Sätzen, Nr. 120, 
ist nämlich der Mittelwert des Quadrates einer Summe von Großen, 
deren Mittelwerte selbst einzeln Null sind, gleich der Summe der 
mittleren Quadrate der einzelnen Größen, wie sich dies aus der dor- 
tigen Gleichung (6) ergibt, wenn man darin a — 0, 6 = 0, c =» 0, • • • 
setzt. 

Hat demnach jemand mehrere voneinander unabhängige Vertrage 
abgeschlossen, aus welchen die mittleren Abweichungen 3i^, M^, M^, - - • 
hervorgehen, so ist die totale mittlere Abweichung oder das mittlere 
G^samtrisiko M durch die Gleichung 



M^ym + Jtfl + Jtf§ + . . . (4) 

gegeben. Über die wirklich beobachtete Totalabweichung aber laßt 
sich nach dem ersten Satze von Tchebycheff das folgende Wahr- 
scheinlichkeitsurteil aufstellen: 

Die WahrscheinlichJceity daß die aus mehreren Unternehmungen mit 
den mittleren Abweichungen M^, 3/,, Jfj, • • • hervorgehende Gesamt- 
abweichuny zwischen die Grenzen 



-ayjf! + Jfl + 1Z1 + -- und aYJPi + M\ + M\ + - 



faUe, ist größer als 1 f 
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Besteht jede der Unternehmungen selbst wieder aus einer großen 
Anzahl gleichartiger Fälle, so können die M^^ M^, M^y • • • nach der 
Formel (2) gerechnet werden. Zwischen M und dem Gesamtrisiko B, 
besteht auch dann die durch (3) ausgedrückte Beziehung. 

Um dies zu erweisen, denken wir uns zwei Unternehmungen 
mit s^, beziehungsweise 5, Vertragen, mit den Preisen Ä^^ A^ und 
den Wahrscheinlichkeiten p^ p^j diese zu erlangen. Die Wahrschein- 
lichkeit, daß sich die Abweichung 2^^ + ^^ einstelle, ist bestimmt 
durch das Produkt 

1 \ — i 1 — 

dies Produkt, mit l^Ä^ + l^A^ multipliziert und über alle Werte von 
Zj, Z, integriert, für welche l^Ä^^ l^Ä^ positiv ist, gibt das Risiko R. 
Setzt man zur Abkürzung 



so wird hiemach 






A^i iT"^^''-^ d\i e-^^^'n^d\ + A,J e-'^'h.^dl^Je-^'^'l.dl^ 



^1 



n 



1 2 ». • VVV+ A'Ä • ^" "^ « Ä. VV"VT VV^ I 



ersetzt man h^, h^ wieder durch ihre Werte and nimmt Rücksicht auf 
Formel (2), so wird 

d. i. nach (4): 

B^-L.M^ 0,39894 M, (3*) 

wie behauptet worden. 

Sind also die Risiken der Einzeluntemehmungen, deren jede aus 
einer großen Zahl gleichartiger Einzelfälle besteht, bekannt, so setzt 
sich das Gesamtrisiko nach demselben Gesetz zusammen, wie es in (4) 
ausgesprochen ist, daß nämlich 

R = yw'+W+itI+~^' (4) 

ist. 
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Es mag nnn noch die Frage nach der Wahrscheinlichkeit beant- 
wortet werden, daß die aus dem Unternehmen, welches durch die 
Gleichung (2) gekennzeichnet ist, hervorgehende Abweichung das 
2:-fache mitüere Risiko M nicht übersteige, mit andern Worten, daB 
die Ton dem Unternehmer zu leistende Zahlung yon der wahrschein- 
lichsten spA dem Betrage nach nicht mehr als um UM abvreiche. 

Nach dem BernouUischen Theorem fällt die Wiederholungszahl 
von F mit der Wahrscheinlichkeit 






zwischen die Grenzen sp — l und sp + Z, die zu leistende Zahlung 
also zwischen spA — lA und spA -{-lA'^ soll nun 



lA-=-hM-=^TcAy8pq 
sein, so ist für l der Wert Uyspq zu setzen; mithin ist 



'-w/'^'-*(7l) 



(5) 



die verlangte WahrBcheinlichkeit. 

Mit Hilfe der Tafel I findet man, daß die Werte 

Ä = 1 2 3 4 

P = 0,68267 0,95449 0,99730 0,99994 

9978 
zusammengehören. Man hat also mit der Wahrscheinlichkeit tt^^ 

zu erwarten, daß die Abweichung nicht über 3 3/ betragen werde; mit 
der gleichen Wahrscheinlichkeit ist zu eiwarten, daß, wenn ein Ver- 
lust eintritt, er diese Grenze nicht überschreitet. 

Die Frage, welchen Fonds der Unternehmer bereit halten soll, um 
aus ihm eingetretene Verluste zu decken, läßt eine apodiktische Beant- 
wortung nicht zu; absolute Sicherheit bestände nur in dem Falle, 
wenn jener Fonds die Höhe des größtmöglichen Verlustes hätte. Sobald 
er niedriger ist, besteht nur ein gewisses Maß von Wahrscheinlichkeit 
dafür, daß er ausreichen werde. Mit welchem Maß von Wahrschein- 
lichkeit man sich begnügen soll, kann aber niemals Gegenstand einer 
Rechnung sein, hängt vielmehr von dem subjektiven Ermessen ab. 
Durch Wittsteins Darstellung vom mathematischen Risiko zieht 
sich der Gedanke, als ob dieses das einzig richtige Maß des Sicher- 
heitsfonds wäre, und als ob es zur Deckung dUer Verluste ausreichte. 
Aus der Zusammenstellimg am Schlüsse der vorigen Nummer geht 
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indessen hervor, daß, wenn ein Verlust eintritt, er nur mit der Wahr- 

. • 31 

scheinlichkeit ^^ unter dem Risiko verbleibt, und daß man den Fonds 
auf das doppelte Risiko erhöhen müßte, um mit der Wahrschein- 
lichkeit r^öQ erwarten zu dürfen, er werde ausreichen. Um aber 

solche Wahrscheinlichkeitsschlüsse über die Höhe des Fonds oder der 
einzuhebenden Zuschlagsprämie machen zu können, kann man sich 
ebenso gut auf das mittlere Risiko stützen und die obenstehende 
Ziffemreihe benutzen.^) 

126. Beispiel LTV. Ein Unternehmer habe folgende Verträge 



300 Vertr. auf den Prais von 2000 Frcs., zahlbar mit der Wahrsch. 3^, 

gegen den Einsatz von 40 Frcs., 
200 Vertr. auf den Preis von 3000 Frcs., zahlbar mit der Wahrsch. r^ , 

gegen den Einsatz von 30 Frcs., 
400 Vertr. auf den Preis von 4000 Frcs., zahlbar mit der Wahrsch. — , 

gegen den Einsatz von 20 Frcs., 
600 Vertr. auf den Preis von 5000 Frcs., zahlbar mit der Wahrsch. ^tt^,, 

ÖUO ' 

gegen den Einsatz von 10 Frcs., 

Es ist sein müderes und sein durchschniiüiclies Risiko m be- 
stimmen. 

Gemäß der Formel (2) der vorigen Nummer sind die Quadrate 
der mittleren Risiken in den vier Gruppen: 

4000000 . 300 . ^. . 4^ =. 23520000 
9000000 • 200 . ~ ■ f^ =- 17820000 

lüü 100 

16000000 • 400 • 2 J^ • ^J^ - 31840000 
25000000 • 600 ~„ • 1^ - 29940000 

OOO ÖOO 



103120000; 
hieraus berechnet sich nach der Formel (4) das mittlere Gesamtrisiko 

M - y 1Ö312ÖÜÖÖ - 10 155 Pres, 
und daraus nach Formel (3*) das durchschnittliche Qesamtrisilco 

R = 0,39894 ■ 10 155 = 4051 Frcs. 



1) Vgl. hierzu Hausdorff, 1. c, p. 616£F. 
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Da nun die gesamte Einnahme des Unternehmers 
300 . 40 + 200 . 30 + 400 . 20 + 600 . 10 = 32000 Pres. 

o 

beträgt^ so macht das mittlere Risiko beiläufig 31 j^ das durchschnitt- 

liehe 12rr % der Einnahme aus. Wollte also der Unternehmer einen 

dem mittleren Risiko gleichkommenden Sicherheitsfonds gründen^ — 
und er hätte dann die Wahrscheinlichkeit 0,68267, daß er damit aus- 
reichen werde — so müßte er bei gleichmäßiger Aufteilung auf die 

Teilnehmer deren Einsätze um je 31 r^o erhöhen. 

Bei zehnfacher Anzahl der Verträge in jeder Gruppe würde das 
mittlere (und das durchschnittliche) Risiko nur y^lO-mal, die Ein- 
zahlung aber 10-mal größer; der Prozentsatz verminderte sich dadurch, 
im Verhältnisse )/lÖ : 10 und betrüge bezüglich des mittleren Risiko 
nur noch 9,6, bezüglich des durchschnittlichen 3,9 7o- 

127. Eine andere AufBusang des Bbdkoproblems. In 
einer Abhandlung^), welche das Risikoproblem vom Standpunkte des 
Versicherungswesens behandelt, wo ihm tatsächlich die größte Be- 
deutung zukommt, übt Küttner an dem bisher üblichen, dem Wesen 
nach auf Tetens zurückführenden Risikobegriff Kritik, spricht ihm 
die Eignung zur Lösung der Hauptfrage nach der Höhe des zur 
Deckung eyentueller Verluste erforderlichen Fonds ab und schlagt 
einen anderen Weg vor, der nach seiner Anschauung der Natur der 
Sache besser entspricht. 

Bevor auf den wesentlichen Inhalt seiner Theorie eingegangen 
wird, sei bemerkt, daß die Kritik sich zum Teil gegen Auffassungen 
wendet, die heute nicht mehr bestehen. Wenn früher bei einzelnen 
Autoren die Meinung bestand — im Vorstehenden ist beispielsweise 
auf Wittstein hingewiesen worden — , das durchschnittliche Risiko R 
sei jene Summe, durch deren Vorhandensein der Unternehmer gegen 
alle aus den Abweichungen des wirklichen von dem wahrscheinlichen 
Verlauf möglicherweise entstehenden Verluste gesichert sei, so hat die 
neuere Literatur mit dieser Auffassung gebrochen und sieht in dem 
durchschnittlichen und mittleren Risiko zunächst nur einen Maßstab, 
nach welchem verschiedene Unternehmungen auf ihre Verlustgefiahr 
miteinander verglichen werden können, nicht aber die unmittelbare 
Größe des zur Sicherung gegen diese Gefahr notwendigen Fonds; 
eine von willkürlichen Festsetzungen freie Bestimmung dieses Fonds 
erweist sich, weil Wahrscheinlichkeitsurteile im Spiele sind, als un* 
möglich, und auch Küttner ist zu solchen Festsetzungen genötigt. Waa 

1) Das Risiko der Lebensversichemngs- Anstalten und UnterstützungrgkasseD. 
v'^eröflFentlichtmgen des Deutschen Vereins für Versicher. -Wissensch. Berlin 1906. 
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die Bekämpfung des Einzelrisiko anlangt, so kann ihr so weit zugestimmt 
werden, als dem Einzelrisiko eine praktische Bedeutung ebensowenig 
zugesprochen werden kann wie der einzelnen mathematischen Hoffiiung 
und wie der Wahrscheinlichkeit in bezug auf den einzelnen Reali- 
sierungsfall; dagegen kann gegen' das Einzelrisiko, wenn es als Mittel 
zur Yergleichung verschiedener Zufallsuntemehmungen und als Element 
zur Bildung des Gesamtrisikos verwendet wird, kein Einwand erhoben 
werden. 

Eüttner bringt die Vorstellung des Risikos eines Zufallsunter- 
nehmens mit dem größten Verluste in Verbindung, der dabei ein- 
treten kann, und sein Ziel ist die unmittelbare Bestimmung der zur 
Deckung des eventuell eintretenden Verlustes erforderlichen Summe, 
die er in Gegensatz stellt zur mathematischen Hoffnung, auf der sich 
der Qbliche Risikobegriff aufbaut. Seine Definition ist aber nicht so 
geartet, um darauf ohne weiteres eine Analyse gründen zu können; 
er versteht unter Risiko überhaupt die MöglichJceit, daß da^ Massen- 
spid^) einen Verlust erleidet durih den nicht rechnungsmäßigen Ablauf 
der maßgebenden Ereignisse, und unter Größe des Risiico die Differenz 
zwischen der möglichen und der rechnungsmäßigen Ausgabe für das ganze 



Die Durchführung dieser Gedunken besteht in den wesentlichen 
Zügen in folgendem. 

Ein Unternehmer schließe mit einer großen Anzahl s von Spielern 
A^{i = 1, 2, ' * ' s) Verträge ab, die sich auf eine Reihe von einander 
ausschließenden Möglichkeiten beziehen; die diesen Möglichkeiten ent- 
sprechenden Wahrscheinlichkeiten p^^ (*=■!, 2, • • • (o) erganzen sich 
also zur Einheit; der von dem einzelnen Spieler eingehobene Einsatz Ef 
entspreche seiner mathematischen Hoffnung; der Unterschied zwischen 
der Auszahlung im Falle k und dem Einsätze — er heiße S^^ — wird 
für den Unternehmer einen Verlust bedeuten, wenn er positiv, einen 
Gewinn, wenn er negativ ist; zugleich besteht bei der Anordnung des 
Spieles für jedes i die Relation 

J^Pa-Su-O. (1) 

1 

Entwickelt man das Produkt*) 



1) Wir benutzen diesen Ausdruck zur Bezeichnung eines jeden vom Zufall 
abhängigen Massenuntemehmens. 

2) Man vergleiche hierzu die auf denselben Gedanken beruhende Analyse 
in Nr. 98. 
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nach den Potenzen von e, so bedeutet der Koeffizient von c**^"^ nach 
«einer ZusammenBetzung aus den p^j^ die Wahrscheinlichkeit P^, daB 
die Differenz zwischen der Summe aller Auszahlungen und der Summe 
aller Einsätze gleich x sei; multipliziert man also T mit a"**^'^ und 
integriert das Produkt in bezug auf r zwischen den Grenzen — n 
und x^ so ergibt sich 



n 

f 



Tdx^2 7cP^ 



Durch Entwicklung der Exponentialgröße in dem allgemeinen 
Faktor von T bis auf Glieder zweiter Ordnung^) in t geht dieser 
Faktor wegen (1) über in 

und entwickelt man weiter IT bis zur selben Ordnung, so ergibt sich 
schliefilich: 



K2«^Jtl>a^* 



^.^.= e "-".t*?» 



Mit Hilfe dieser Elementarwabrscheinlichkeit findet sich die 
Wahrscheinlichkeit 9B(— p, q), daß x in das Intervall {—Q, p) falle: 

mi-Q,Q)^:^.Je-<'dt, (2) 



wobei zwischen y und q die Beziehung besteht: 



1 1 

Wählt man ^(— q,q) genügend groß — und in dieser Wahl 
liegt die unvermeidliche Willkür — , so ergibt das zugehörige q jene 
Grenze, welche der eventuelle Gesamtverlust aus dem Massenspiel mit 
der angenommenen Wahrscheinlichkeit nicht überschreitet, und in 
diesem ahsoluien Risiko, wie es Küttner nennt, erblickt er das kor- 
rekte Ausmaß für den Yerlustdeckungsfonds. Wie man sieht, ist 



1) Diese Beschränkung stützt sich auf die Voraussetzung, die Zahlungsein- 
heit sei so groß gewählt, dsß sämtliche S^j^ genügend kleine echte Brüche sind. 
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dieses absolute Risikos nicht eine feste^ sondern eine schwankende 
Größe, die davon abhängt, bei welcher Wahl von SB (— q, q) man 
sich über die Znlanglichkeit des Fonds benihigen will. Küttner 

999 

selbst schlagt y -» 2,33 vor, wofür SB etwas wenig über —r- be- 
tragt; das absolute Risiko wird dann^) 



-3,3')/^Jf^"'^*- 



(4) 



Nun aber ist, wie ein Blick auf die Gleichung (1) in Nr. 125 
lehrt, der Wurzelausdruck nichts anderes als das dem vorliegenden 
Massenspiel entsprechende miiüere Risiko M, so daß man wieder dahin 
gelangt^ den erforderlichen Verlustdeckungsfonds durch ein Vielfaches 
des mittleren Risiko (oder des durchschnittlichen, das ja zu dem 
mittleren in einem festen Verhältnis steht) zu bemessen in dem Be- 
wußtsein, daß seine Zulänglichkeit nicht sicher, aber in hohem Grade 
wahrscheinlich ist, wie dies schon am Schlüsse von Nr. 125 aus- 
geführt wurde. 

Eüttners Theorie führt also nur scheinbar zu einem neuen 
Risikobegrifi'; in Wirklichkeit ist sein absolutes Risiko nichts anderes 
als ein willkürlich festzusetzendes Vielfaches des mittleren Risikos. 

§ 3. Die moralisclie Erwartung. 

128. Die Hypothese von Daniel Bemonlll. Die Beurteilung 
Tom Zufall abhängiger Unternehmungen auf Grundlage des Prinzips 
der mathematischen Erwartung richtet sich lediglich nach den mög- 
lichen Gewinnsummen und Verlusten und nach den Wahrscheinlich- 
keiten, mit welchen sie zu erwarten sind, und sieht von den persön- 
lichen Verhältnissen der Beteiligten völlig ab; sie verdient deshalb 
die Bezeichnung einer objektiven Beurteilung. 

In der Wirklichkeit jedoch hält jede Person die Gewinnaussichten 
and Verlusterwartungen ihren Verhältnissen gegenüber, und wie 
mannigfach diese auch sein mögen, die Vermögenslage der Person 
wird dabei immer eine Rolle spielen. 

Daniel Bernoulli*) war der erste, welcher auf den Unterschied 
zwischen dem physischen Wert einer Geldsumme und dem mit ihr 



1) Bei Küttner steht der Faktor 3,6, weil er auch eine die Verlust- 
gefahr begünstigende Unsicherheit der Wahrscheinlichkeiten p^^ in Rechnung 
zieht. 

2) Specimen Theoriae Novae de Mensura Sortis. Comm. Ac. Petropol. V, 
1788. Deutsch mit Noten von A. Pringsheim und einer Einleitung von 
lu Fick. Leipzig, 1896. 
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verbundenen Vorteile, dem durch sie geschaffenen Nutzen, den er in 
Geld ausgedrückt als den relativen oder moralischen Wert dem 
physischen gegenüberstellte, und auf den Einfluß aufinerksam wnrde^ 
den das Vermögen der Person auf die Bildung dieses Wertes ausübt 
Er stellte hierüber die folgende Hypothese auf: 

Der aus einem beliebig Meinen VermögensssuwacIhS resultierende 
Vorteily oder sein moralischer Wert, ist dem Zuwachs selbst direkt^ dem 
vorhandenen Vermögen umgekehrt proportional. 

Erfährt also das momentane Vermögen x einer Person den Zu- 
wachs dx^ so ist der moralische Wert dieser Änderung 

wobei Tc eine von den sonstigen Umständen der Person abhängige 
Eonstante bedeutet. Hat sich das Vermögen von dem Anfangswerte a 
durch derlei kleine Änderungen in den Endbetrag x umgewandelt^ so 
ist der moralische Wert dieser endlichen Änderung 

y^uß^^U-l- (2) 

a 

Bernoulli hat über die Beurteilung des Vermögens einer Person 
solche Bestimmungen aufgestellt, welche die Fälle a » und a < 
ausschließen. So erblickt er Vermögen auch in der Fähigkeit eines 
nichts oder gar nur Schulden besitzenden Menschen, seine Existenz 
durch Arbeit oder selbst durch Betteln zu erhalten; denn ein solcher 
würde auch gegen eine gewisse Geldsumme, gegen Bezahlung der 
Schulden und ein darüber hinausgehendes Geschenk auf die Ausübung 
jener Tätigkeit nicht verzichten wollen. 

Die Formel (2) gibt y positiv oder negativ, je nachdem ein Ver- 
mögenszuwachs {x > a) oder eine Vermögensabnahme {x < a) statt- 
gefunden hat. 

Zu der Hypothese selbst ist zu bemerken, daß ihr erster Teil, 
wonach der Vorteil dem Zuwachs selbst proportional ist, wohl nicht 
angefochten werden kann; auch daß der Vorteil mit der Größe des 
bereits vorhandenen Vermögens abnehme, dürfte in den meisten Fällen 
zutreffen; daß er aber dieser Größe geradezu umgekehrt proportional 
sei, ist ohne Zweifel eine willkürliche Festsetzung, für deren Zulässig- 
keit nur die Übereinstimmung ins Feld geführt werden kann, welche 
zwischen den aus der Hypothese abgeleiteten Resultaten und den Ein- 
gebungen des gemeinen Verstandes besteht. 

Warum er annimmt, daß das Vermögen einer Person immer nur 
durch sukzessives Hinzutreten unendlich kleiner Elemente stetig sich 
vermehre, erklärt Bernoulli mit der Rücksichtnahme auf leichteres 
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Verständnis. Die Wirkung dieser Annahme liegt aber hauptsächlich 
in der Vereinfachung der Rechnungen.^) 

129. Bie moralisohe Erwartung. Bezüglich der Beurteilung 
eines yom Zufall abhängigen Unternehmens auf Grund seiner Hypo- 
these stellt BernouUi die Regel auf, daß man aus den relativen oder 
moralischen Werten der einzelnen in Aussicht stehenden Gewinne und 
Verluste mittels der ihnen zukommenden Wahrscheinlichkeiten den 
Mittelwert zu bilden und sodann die diesem Mittelwert entsprechende 
Änderung des ursprünglichen Vermögens zu bestimmen habe; diese 
sei ein Wertmaß für das betreffende Unternehmen in Ansehung der 
betrachteten Person. Diese Größe ist es^ welche später, von Laplace'), 
als moralische Hoffnung oder Erwartung bezeichnet worden ist. 

Die Durchführung des entwickelten Gedankens stellt sich wie 
folgt dar. 

Einer Person, deren Vermögen den Wert a hat, stehen die Ver- 
mögensänderungen Uy ß, y, • ' ' mit den bezüglichen Wahrscheinlich- 
keiten p, q, r, ' ' bevor; Gewinne werden positiv, Verluste negativ 
in Rechnung gebracht; mit der Festsetzung, daß jj-f-g + r-f-- — 1 
sein soll, wird ausgesagt, daß von den Änderungen nur eine wirklich 
eintreten kann und auch eintreten muß. 

Die relativen Werte jener Änderungen sind 

der Mittelwert dieser Beträge ist 
d. i. 



pkl.^ + qJcl.'^ + rkh'^-I + 



a 



ist % die Vermögensänderung, die eine diesem Mittelwerte gleiche 
relative Bedeutung besitzt, so besteht die Gleichung: 

Jcl . ?l±^ = Jcl . (a+«)^(a + ffi^« + yr-- 
a a ' 

aus welcher sich die moralische Erwartung 

h^{a + ay(a + ßy{a + yy a (3) 

ergibt. 

1) Betrachtungen über die Bedeutung dieser Annahme und ihre Veigleichung 
mit einer andern, von Buffon herrührenden, wonach die moralisohe Bedeutung 
einer endlichen YermOgensänderung ihr selbst direkt, dem durch sie geänderten 
Vermögen umgekehrt proportional angenommen wird, stellt H. E. Timerding 
in dem Aufsatze „Die Bemoullische Werttheorie*' an; Zeitschr. f. Mathem. u. 
Phys., 47 (1902), p. 826—828. 

2) Theorie analyt. d. prob., p. 482. 
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Sind die Beträge «, A y, • • • sehr klein im Vergleich zu a, und 
beschrankt man sich bei der Entwicklung von 

s-(i+3'('+l)'(»+f)'--' 

a ß V 

auf die ersten Potenzen der sehr kleinen echten Brüche — , — , -,•••, 



so wird 
und 



a -^ a ' ^ a * a ' 



h-«pa + qß + ry-{ ; 

d. h. je größer das Vermögen der Person im Vergleich zu den er- 
warteten Gewinnsummen und Verlusten ist, um so naher kommt die 
moralische Hofi&iung der mathematischen. 

180. Folgerungen aus dem Begriff der moralischen Br- 
wartnng. 

1. Auch ein nach den Regeln der mathematischen Hoffnung ge- 
regeltes Unternehmen ist für jeden der Beteiligten von moralischem 
Nachteil 

Betragen in einem Glücksspiele oder einer Wette die Einsätze der 
Partner a, ßy sind Pj 3 *» 1 — i> für sie die Wahrscheinlichkeiten zu 
gewinnen^ und ist a das Vermögen des ersten Partners, so ist seine 
moralische Hoffnung 

Ä « (a + /3)p (a — «)« — a. 
Ist nun das Spiel mathematisch geregelt^ also pß » qUy so kann p 

u. 6 

durch — i—3y Q durch —--3 ersetzt und deshalb 

Ä =. [(a + ßY (a - ayy+~^ - a 

geschrieben werden. Nun ist aber das geometrische Mittel einer An- 
zahl Yon Größen kleiner als das arithmetische^), folglich 

[(« + ßr (a - «y]--^^ < «C+ft+gCo ^ «) _ „^ 

daher 

A<0. 

2. Ein Kaufmann, dessen Vermögen a ist, realisiert eine Summe a, 
wenn ein Warenschiff glücklich einläuft, was mit der Wahrscheinlich- 

1) Man denke sich eine Zahl 5 in n Teile x^ y^ z, - - * geteilt nnd bilde 
deren Produkt xye • •; sobald in diesem zwei Faktoren ungleich sind, etwa 
Xf y, kann man es dadurch vergrößern, daß man diese ungleichen Faktoren 

jeden durcli ihr arithmetisches Mittel — —-^ ersetzt, weil ( ^^ ) > iry ist; 

man kann so mit der Vergrößerung des Produktes fortfahren, solange zwei un- 



lY. AbBchnitt. Bewertung von Vor- und Nachteilen usw. 239 

keit p zu erwarten aein möge. Seine Verlusterwartung ist (1 '-p)ccy 
und gegen eine ihr gleichkommende Prämie möge er sich bei einer 
Anstalt gegen den Verlust yersichem. Daß diese Versicherung für 
ihn Ton Vorteil ist, zeigt folgende Überlegung. 

Schließt er sie ab, so ist der Vermögenszuwachs 

a — (l — p) a ^ pa 

sicher, und dieser hat für ihn den moralischen Wert 

a ' 

schließt er die Versicherung nicht ab, so hat er den Vermögens- 
zuwachs a mit der Wahrscheinlichkeit p zu erwarten, und der mora- 
lische Wert hiervon ist 

nun ist aber 

a ^\ a ) ' 
weiP) 

a+pa>{a + ayd^"' 

ist; die Versicherung ist also tatsächlich von Vorteil 

Sie bleibt es auch dann noch, wenn zu der Versicherungsprämie 
(1 ~-l>)a ein Zuschlag z kommt, solange dieser eine gewisse Gfrenze 
nicht überschreitet. Diese Grenze bestimmt sich aus der Gleichung 

a \ a )^ 

welche erfüllt sein muß, damit die nunmehr geltenden relativen Werte 



gleiche Faktoren darin yorkommen; den größten Wert nimmt aber das Produkt 
an, wenn alle Paktoren gleich und = ' ^ ' — werden; somit ist 



n 
xyz 



< f+yV^ "T 



und daraus 

-- x + y 4- z-\ 

Im obigen Falle besteht das Produkt aus a Faktoren a + ß und ß Fak- 
toren a^a, 

1) Macht man in (4) m Faktoren gleich a-f o^* ^ — ^ Faktoren gleich a 

und richtet die Zahlen m, n so ein, daß — =^p wird, so ergibt sich 
d. b. 
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a ^ a 

einander gleich seien; sie gibt 

sf '^ a + pa — (a + aya^"'. 

Hätte z. B. ein Kaufinann, dessen Vermögen a = 5043 Frcs. be- 
trägt, eine Schiffsladung im Werte a « 10000 Frcs. unterwegs, und 
betrüge die Wahrscheinlichkeit, mit welcher Schiffe der betreffenden 

Linie glücklich einlaufen, ^, so wäre die mathematische Versiche- 

rungspriLmie ~ • 10000 = 500 Frcs.; ohne dafi die Versicherung mo- 
ralisch nachteilig wird, verträgt diese Prämie einen Zuschlag bis 
zur Höhe 

19 1 

e ^ 5043 + ^ . 10000 - 15043«> • 5043», 

d. L 

jsr = 300 Frcs. oder 60^0 der Prämie.^ 

3. Es ist moralisch vorteilhafter, eine geföhrdete Summe auf 
mehrere gleichartige Gefahren zu verteilen, statt sie ungeteilt einer 
solchen Gefahr auszusetzen.') 

Wir begnügen uns, dies für die gleichmäßige Aufteilung auf zwei 
Gefahren nachzuweisen. 

Erwartet ein Kaufmann, dessen Vermögen a ist, ein Gut von dem 
Werte a mit einem Schiff, dessen glückliches Eintreffen mit der 
Wahrscheinlichkeit p zu erhoffen ist, so ist der moralische Wert 
dieser Erwartung proportional 

? . (a + a)^«*; 
hätte er die Ladung auf zwei Schiffe dieser Art zu gleichen Teilen 
verteilt, so hätte er mit der Wahrscheinlichkeit p* das Eintreffen des 
ganzen Gutes, mit der Wahrscheinlichkeit 2pq das Eintreffen der 
Hälfte und mit der Wahrscheinlichkeit q^ den Verlust des Ghtnzen zu 
erwarten; der moralische Wert dieser Erwartung ist proportional dem 

Nun ist tatsächlich 

(a + ay {a + 1)'"' a^ >{a + a)Pcfi ; 

1) Vgl. § 15 des Specimen. 

2) Crofton (Encjcl. Brit. XIX, 1886, Art. 26) bemerkt, die Sentenz „es ist 
nicht gut, ftUe Eier in ein Nest zu legen'* sei eine sprichwörtliche Anerkennung 
dieses Prinzips. 
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denn aus diesem Ansätze folgt: 

oder 

(a + ayp^ (a + |)*''' a'P^ > 1 
oder 



( I «\' 



;>l. 



und dies ist richtig, weil wegen 



auch 

>1 



(a + tc)a 
ist.i) 

131. Bas Petersburger Problem. Daniel Bernoulli wurde 
zur Aufetellung der Lehre von der moralischen Hoffnung durch eine 
spezielle Aufgabe geführt, die ihm sein Oheim Nicolaus Bernoulli 
vorlegte, nachdem er sie früher schon (1713) Montmort^ gestellt 
hatte. Es ist dies das Petersburger Problem, so genannt wegen seiner 
Yeröffentlichung in den Akten der Petersburger Akademie, das wie 
folgt lautet: „Peter wirft eine Münze so lange, bis sie Wappen zeigt; 
geschieht dies beim ei*sten Wurfe, so hat er Paul 1 Dukaten zu 
geben; wenn erst beim zweiten Wurfe, 2 Dukaten; wenn erst beim 
dritten Wurfe, 4 Dukaten, und so bei jedem späteren Wurfe doppelt 
so viel, als wenn es im vorangehenden geschehen wäre. Wie groß 
ist die mathematische Erwartung Pauls?" 

Die Rechnung gibt, da die Wahrscheinlichkeit der bezeichneten 

Fälle j, ~, g , • • • ist, für die Erwartung Pauls 

wenn, wie es dem Wortlaute der Aufgabe entspricht, das Spiel un- 
begrenzt fortsetzbar gedacht wird, einen unendlichen Wert, fordert 
daher auch einen unendlich großen Einsatz von Paul, und dies steht, 
wenn es überhaupt einen vernünftigen Sinn hat, mit der Erkenntnis 
im Widerspruche, daß niemand auf die Gewinnaussicht, welche das 



1) Laplace, Th^or. analyt. d. prob., p. 485 ff., hat den Nachweis für eine 
beliebige Anzahl gleicher Teile gegeben. 

2) Essai d'analjse sor les jeux de hazard (1714), p. 40S. 

Csnbar, WahnohainliohkeittrMhnaDg. L S. Aufl. 16 
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Spiel eröffnet; einen nur einigermafien erheblichen Einsatz leistex» 
möchte. 

D. Bernoulli snchte nun diesen Widerspruch durch die An- 
wendung des Begriffes der moralischen Hoffiiung zu lösen, indem er 
zeigte y daß diese bei einem noch so grofien Vermögen Pauls einen 
endlichen Wert besitzt und daher nur einen beschränkten Einsatz al» 
yernünfbig erscheinen läßt. 

Die moralische Hoffnung Pauls, wenn sein Vermögen a ist, drückt 
sich nämlich aus durch 

h^{a + iy{a + 2y(a + 4)« a, 

und dieser Wert ist endlich, weil das unendliche Produkt 

P(«)-jJ'(« + 2-r 
für jeden Wert von a konvergiert Zxmächst gilt dies von 

P(0)-J72l^, 
weil 

wenn man bemerkt, daß die Reihe die Entwicklung von [1 — ^j 
vorstellt. Da weiter 

ii-^n»)-n(i+,-^)^</7(>+»K 

ist, so hat man P(a)< 2(1 +a), wodurch die Konvergenz be- 
wiesen ist^) 

Bezeichnet man mit x die Grenze, bis zu welcher Paul mit seinem 
Einsatz gehen darf, ohne einen moralischen Nachteil zu haben, so be- 
stimmt sich X aus der Gleichung: 

(a — ir -}- 1)« (a - a: + 2)* (a - a; + 4)» a - 0; 

setzt man a — x =^ a, so wird 

x^{a+ iy{a' + 2y\a' + 4.y a'; 

da aber bei einigermaßen großem a das Verhältnis von x zu a klein 
ausfällt, a also wenig verschieden ist von a, so ist genau genug 



1) Pringsheim 1. c, Note 12. 
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-1 i. i- 

x^(a + ly (a + 2)* (a + 4)8 a 

oder f&r die Rechnung zweckmäßiger 



-j-('+if('+if('+ir--'- 

Man findet beispielsweise, wenn a = 100, fElr x den Wert 4,36 
(es genügen die ersten 15 Faktoren), wenn a = 100, a; = 6. 

Es entsteht aber die Frage, ob es erst der Theorie der moralischen 
Ho&ung bedurfte, um das Paradoxe an der Lösung zu beheben. Diese 
Frage ist zu yemeinen. Der Orund des sinnlosen Resultates: ein un- 
endlich grofier Einsatz — liegt schon in der Stellung der Aufgabe, 
welche ein Spiel betrifft, das möglicherweise niemals endet und mög- 
licherweise Ton Peter die Auszahlung einer Gewinnsumme fordert^ die 
größer als jeder noch so große Betrag, die in der Sprache der Ana- 
lysis unendlich ist; das aber sind bloße Worte ohne realen Sinn. Die 
Aufgabe enthält also von Hause aus eine Bestimmung, die in ihren 
Konsequenzen zu Ungereimtheiten führt. 

Beschränkt man das Spiel auf eine bestimmte Anzahl von Würfen, 
z. B. n, so hat es zunächst nur dann einen yemünftigen Sinn, wenn 
Peters Vermögen auch die Auszahlung des höchsten möglichen Ge- 
winnes 2**'^ gestattet. Der Einsatz bestimmt sich dann mit 

und das Paradoxe zum mindesten ist yersch wunden. Will man bei- 
spielsweise annehmen, Peter besitze 1 Million Dukaten, so kann er 
noch 2^* = 524068 auszahlen, sich also auf 20 Würfe einlassen, wofür 
ihm Paul einen Einsatz von 10 Dukaten zu leisten hätte. 

Aber auch damit ist nicht alles Bedenkliche beseitigt, wenn man 
erwägt, daß Wappen erst im fünften Wurfe erscheinen dürfte, damit 
Paul durch die Annahme des Spiels keinen Verlust erleide; die Wahr- 
scheinlichkeit hierfür ist aber nur — • Hier kommt nun der wesent- 
liche Umstand zur Geltung, daß die mathematische Hoffiiung für den 
Einzelfall keinen Anhalt bieten kann, daß ihre Bedeutung erst bei 
einem Massenspiel hervortritt, bei dem man erwarten darf, daß sich 
alU Möglichkeiten nahe im Verhältnis ihrer Wahrscheinlichkeiten zu- 
tragen, so daß der durchschnitüich auf ein Spiel entfallende Gewinn 
dem dafür geleisteten Einsatz nahe kommt. Gerade bei dem vor- 
liegenden Spiel ist aber an eine solche Ausgleichung des Zufalls wegen 
der sehr großen Anzahl hierzu erforderlicher Spiele nicht zu denken. 

16* 
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Daß insbesondere der höchste Gewinn 2^^ in s Spielen mindestens 
einmal eintrete, hat die Wahrscheinlichkeit*) 



^-i^-^r 



und soll diese auch nur den Wert - erreichen, mufi $ mehr als 
750000 betragen.«) 

132. Über die Bedentnng der BemonlUechen Qypotheae. 

Die Lehre Ton der moralischen Hoffnung ist gewiß nicht geeignet^ 
Unternehmungen, die auf zuföUigen Ereignissen aufgebaut sind, zu 
regeln; dazu gibt das Prinzip der mathematischen Hoffnung die allein 
richtige Grundlage. Wenn es sich aber darum handelt, yerscliiedene 
Unternehmungen in ihren Wirkungen auf die Vermögenslage einer 
Person zu vergleichen, kann von ihr Gebrauch gemacht werden, and 
da führt sie, wie gezeigt worden, zu Resultaten, welche mit den Ein- 
gebungen des gemeinen Verstandes harmonieren; wäre ihre Leistung 
keine andere, als das mathematisch zu begründen, was die gesunde 
Überlegung an die Hand gibt, so hätte sie schon einen unbestreit- 
baren Wert. 

Aber die Bedeutung der Theorie, insbesondere der ihr zugrunde 
liegenden Hypothese, reicht weiter. Diese Hypothese ist zur Grund- 
lage der modernen WerÜehre geworden'). 

Die ältere Wertlehre betrachtete den Wert eines Gutes als eine 
ihm innewohnende Eigenschaft. Diese Auffassung stammte daher, 
daß man sich bloß an den Tauschwert hielt und annahm, Güter, 
welche gegeneinander vertauscht werden, müßten gleichwertig sein, 
eine irrige Anschauung, da ja bei wirklicher Gleichwertigkeit kein 
Anlaß zum Tausche vorhanden wäre. 

Die moderne Wertlehre, fast gleichzeitig begründet durch Jevons, 
Menger und Walras, betrachtet den Wert eines Gutes als eine Be- 
ziehung zwischen einem einzelnen wirtschaftenden Subjekt und dem 
Gute; nach dieser Auffassimg läßt sich der Wertbegriff von der Vor- 
stellung einer bestimmten Menge des Gutes nicht loslösen. Aus 
diesem Zusammenhange geht aber der für diese Theorie grundlegende 
Begriff des Grenznutzens hervor. Hierunter wird jener Nutzen ver- 
standen, den der letzte zur Verfügung stehende Teil des Vorrates an 
einem Gute für ein bestimmtes wirtschaftendes Subjekt hat, und nach 



1) S. Nr. 36. 

2) Vgl. hiermit H. Bruns, Wahrscheinlichkeitsrechnung usw., p. 70 — 71; 
femer A. Pringsheim, 1. c, Note 10. Weiteres zur Geschichte des Peters- 
burger Problems s. d. Verf. Abhandl. in Grunerts Arch. 77 (1881). 

3) S. Ficks Einleitung zur deutschen Ausgabe des Specimen. 
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ihm bemißt sich der Wert einer Mengeneinheit des Gutes für das be- 
treffende Subjekt. 

Der Grundgedanke der neuen Auffassung, wonach der Wert einer 
neu hinzutretenden Einheit eines Gutes als eine abnehmende Funktion 
der Anzahl der bereits im Besitze der betreffenden Person befindlichen 
Einheiten sich darstellt, ist in der Bernoullischen Hypothese ent- 
halten und hier zum ersten Male ausgesprochen worden; Bernoulli 
ging noch weiter, indem er über die Natur dieser Funktion eine be- 
stimmte Annahme machte, die sich vielfach als zutreffend erwiesen 
hat.^) Hermann') war wohl der erste Nationalökonom, der auf diese 
Bedeutung der Hypothese hingewiesen hat. 

Sie ist indessen auch auf andere Gebiete übertragen worden, so 
von Fechner') auf das Gebiet der Psychophysik, auf die Lehre von 
den Reizen und den durch sie hervorgerufenen Empfindungen; Friedr. 
Alb. Lange^) hat ihre Anwendbarkeit auf die Behandlung sozialer 
und politischer Probleme gezeigt. 



1) Allgemeine Betrachtungen über diese sogenannte „Wertfunktion** und 
einige Anwendungen auf wirtschaftliche Fragen finden sich in dem unter Nr. 128 
zitierten Aufsatze Timerdings. 

2) Staatswirtschaftliche Untersuchungen. München 1832, p. 73. 

8) Elemente der Psychophysik. Leipzig 1860, I, p. 230; U, p. 10. 
4) Die Arbeiterfrage. Winterthur 1876, p. HS. 



Zweiter Teil. 

Ansgleicliungsrecbnung. 



L Abschnitt. Theorie der Beobachtnngsfehler. 

§ 1. Das Felllergesetz. 

133. 2Siel der Aosglelohiingsreolmung. Wenn zur Bestimmung 
einer oder mehrerer unbekannter Größen Messungen in der gerade 
notwendigen Anzahl ausgeführt werden, so bieten die Ergebnisse kein 
Mittel dar, um zu beurteilen, wie weit die aus ihnen abgeleiteten 
Werte der Unbekannten Ton den Beobachtungsfehlern beeinflußt sein 
können. 

Sobald die Menge der ausgeführten Messungen das Maß des Not- 
wendigen überschreitet, machen sich zwischen ihrem Ergebnisse Wider- 
sprüche bemerkbar, die ihren Grund in den Beobachtungsfehlem haben. 
Will man alle Beobachtungen zur Bestimmung der Unbekannten heran- 
ziehen, so stellt sich ein eigenartiges Problem ein: Die Ergebnisse der 
Messungen so zu kombinieren, daß die Bestimmung der Unbekannten 
eindeutig werde; dies erfordert, damit die Widersprüche zu bestehen 
aufhören, Abänderungen an den Beobachtungsresultaten oder, wie 
man dies zu bezeichnen pflegt, eine Ausgleichung der Bechachtüngen, 

Zur Erläuterung mögen die folgenden Beispiele dienen. 

Sind zur Bestimmung einer physischen Größe mehrere unmittel- 
bare oder direUe Messungen gemacht worden, so äußert sich der 
Widerspruch in der Ungleichheit der einzelnen Ergebnisse. Hat man 
diese Ergebnisse zur Gewinnung eines Wertes jeuer Größe irgendwie 
kombiniert, so erfordert die Aufhebung der Widersprüche, daß man 
an jedem Messungsresultate eine Korrektur anbringe, welche es dem 
aus der Kombination gewonnenen Werte der Unbekannten gleich 
macht. 

Sind, um einen andern Fall zu betrachten, zwischen n von einem 
Punkte ausgehenden horizontalen Richtungen mehr als n — 1 Winkel 
gemessen worden, so werden sich einzelne der Winkel aus den ge- 
messenen Winkeln auf verschiedene Weise ableiten lassen, und in der 
Nichtübereinstimmung der Resultate äußern sich die Widersprüche. 
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Wieder wird es sich darum handeln, alle Messungen zu einer ein- 
deutigen Bestimmung der gegenseitigen Lage der n Strahlen zu kom- 
binieren, und dies wieder wird mit einer Ausgleichung der Messungs- 
ergebnisse einhergehen. 

Hat man in einem ebenen Dreieck alle drei Winkel gemessen, so 
werden die Ergebnisse der Messung vermöge der ihnen anhaftenden 
Fehler die von der Theorie geforderte Bedingung, zu 180*^ sich zu 
ergänzen, im allgemeinen nicht erfüllen; damit dieser Widersjgruch 
mit der Theorie aufhöre, werden an den Messungsergebnissen Ände- 
rungen anzubringen sein, welche ihnen die Eigenschaft, die Winkel 
eines Dreiecks darstellen zu können, erst verleihen. 

Wir kehren nun zu der allgemeinen Betrachtung zurück. Die in 
dem Problem verlangte Kombination der Beobachtungen hat zunächst 
nur die eine Forderung zu erfüllen, daß sie zu einer eindeutigen Be- 
stimmung der Unbekannten führe. Dadurch ist aber die Methode 
ihrer Durchführung nach noch nicht gegeben, wird es auch dann nicht, 
wenn man die weitere Forderung hinzufügt, es sei unter allen Kom- 
binationen die vorteilhafteste zu wählen. Denn dazu wäre ein mathe- 
matisch verwendbares Maß für die Beurteilung der Vorteilhaffcigkeit 
einer Kombination erforderlich; ein solches aber läßt sich a priori 
nicht angeben. 

Es liegt nahe, zu sagen, die vorteilhafteste unter allen Kombina- 
tionen sei diejenige, welche die Unbekannten mit den kleinstmöglichen 
Fehlem behaftet gibt. Da aber der Fehler einer Beobachtung selbst 
unbekannt ist, so wird man wenigstens Kenntnis darüber zu erlangen 
suchen, mit welcher Wahrscheinlichkeit er innerhalb bezeichneter 
(rrenzen enthalten ist, um dann das UrteU über die größere oder ge- 
Tiügere Vorteilhaftigkeit einer Methode auf die größere oder kleinere 
Wahrscheinlichkeit stützen zu können, daß der Fehler der Unbekannten, 
wenn sie nach dieser Methode abgeleitet wird, zwischen gewissen 
Grenzen eingeschlossen sei. Dadurch wäre das Problem auf das Ge- 
biet der Watirscheifdichkeitsrechnung übei^eführt, und es bedürfte nur 
noch einer apriorischen Festsetzung über die Beziehung zwischen der 
Güte eines Messungsresultates und dem System der Fehler, welchen 
es unterworfen sein kann. 

Dieser Gedankengang würde aber zu seiner strengen Durchfüh- 
rung erfordern, daß man die einzelnen störenden Ursachen auf ihre 
Wirksamkeit derart erforsche, um die Wahrscheinlichkeit angeben zu 
können, daß einer Beobachtung ein Fehler von bestimmter Größe zu- 
komme. Eine solche Einsicht in die Entstehung der Fehler zu er- 
langen, erweist sich aber als unmöglich; daher ist auch eine exakte 
Begründung der Theorie der Kombination von Beobachtungen in dem 
gedachten Sinne, nämlich aus dem tvdhren Gesetz der Wahrschein- 
lichkeit der Beobachtungsfehler, untunlich. 
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Wohl aber ist es möglich, eine solche Theorie auf ein aUgemeines 
approximatives Fehlergesetz zu stützen. 

Neben der Bestimmung der Werte der unbekannten Großen geht 
noch eine andere Aufgabe der Ausgleichungsrechnung einher, die 
nämlich, aus den aufgetretenen Widersprüchen oder aus den an den 
Beobachtungsergebnissen zum Zwecke ihrer Ausgleichung anzubringeu* 
den Korrektionen auf die Genauigkeit der Beobachtungen selbst und 
der aus ihnen abgeleiteten Resultate zu schliefien.^) 

184. B&tBtehnng der Fehler nnd ihre Biuteilung. Über 
die Entstehung der Beobachtungsfehler läßt sich zunächst mit Sicher- 
heit nur aussagen, daß sie aus dem Zusammenwirken vieler Ursachen 
hervorgehen, die, wenigstens zum großen Teil, unabhängig yonein- 
ander sind. Je komplizierter der zur Messung verwendete Apparat^ 
je mehr Einzelvorgänge zur Ausführung einer Beobachtung notwendig 
sind, um so größer die Anzahl der störenden Einflüsse. 

Bei jeder Gattung von Beobachtfangen wird sich eine Oruppe von 
Ursachen erkennen lassen, welche das Resultat in systematischer Weise 
beeinflussen, derart, daß ihre Wirkung in angebbarer Weise von ge- 
wissen Umstanden abhängt. Solche Ursachen erzeugen regdmäßige 
oder systematische y unter gleichbleibenden Umständen insbesondere 
konstante Fehler. So wird bei der Messung einer geraden Linie durch 
sukzessives Auftragen eines Meßstabes ein systematischer Fehler 
daraus entspringen, daß der Meßstab nicht genau in die Richtung- 
der Geraden gebracht wird, die Länge der Geraden wird dadurch 
immer zu groß gefunden; die wechselnde Temperatur des Meßstabea 
während der Messung zieht gleichfalls einen regelmäßigen Fehler nach 
sich, weil der Einfluß dieser Ursache sich mit der Temperatur syste- 
matisch ändert. An einem Winkelmeßinstrumente (Theodolith) wird 
jede bleibende Abweichung der einzelnen Bestandteile von den theore- 
tischen Vorraussetzungen die Quelle systematischer Fehler sein. Es ist 
Sache des Beobachters, derlei systematisch wirkende Fehlerursachen^ 
sei es durch Berichtigung des Instruments, sei es durch entsprechende 
Anordnung der Beobachtungen oder durch Berechnung des Einflussea 
wenigstens bis auf kleine, der Wahrnehmung sich entziehende Reste 
imschädlich zu machen. Systematische Fehler sind also der Haupt- 
sache nach verm eidlich. 

Dann bleibt immer noch eine meist große Anzahl von Ursachen,. 
teils in den verwendeten Beobachtungsmitteln, teils in Mängeln dea 
Wahrnehmungsvermögens, teils in äußeren die Messung begleitenden 
Umständen gelegen, deren Wirksamkeit insofern das Merkmal de» 

1) Eine gedrängte Zusammenstellung über die Begriffs- und Gedanken- 
bildungen der Ausgleichungsrechnung, ihre Nomenklatur, Literatur u. a. hat 
8. Wellisch gegeben: Theoretische und historische Betrachtungen über die Aus- 
gleichungsrechnung. österr. Zeitschr. für Vermessungswesen, Wien 1907. 
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Zufälligen an sich trägt, als sich über die jeweilige Gh-öße des Ein* 
finsses und darüber, ob er in dem einen oder andern Sinne von der 
Wahrheit ablenkt, eine bestimmte Aussage nicht machen läßt. Die 
aus solchen Ursachen entspringenden unvermeidlichen Fehler werden 
als unregelmäßige oder eufäüige Fehler bezeichnet. Sie sind es, welche 
den Gegenstand der allgemeinen Fehlertheorie bilden. 

Über das Auftreten der zufalligen Fehler lehrt die Erfahrung in 
großen Zügen zweierlei: daß positive und negative Fehler gleicheii 
Betrages nahe gleich häufig und kleine Fehler häufiger auftreten als 
die größeren, so daß bei jeder Art von Beobachtungen Fehler über 
eine gewisse Größe hinaus — wenn man von groben Irrungen absieht 
— nicht zu erwarten sind. 

Diese Tatsachen lassen sich aus der Annahme des Zusammen- 
wirkens mehrerer unabhängiger Fehlerursachen unschwer erklären^). 

Angenommen, es würden bei einer Art von Beobachtungen drei 
Ursachen tätig sein, welche mit gleicher Leichtigkeit folgende Fehler 
erzeugen: 



1. Ursache: 


-2, 


-1, 


2. Ursache: 




-1, 0, 1 


3. Ursache: 




-1, 0, 1, 



2, 3. 

Durch ihre Kombination können die Fehler 

-4-3-2-101234 («) 

im Resultate entstehen, und zwar beziehungsweise auf 

13 6 8 9 8 6 3 1 

verschiedene Arten; so kommt z. B. der Fehler auf folgende Arten 
zustande: 



-2, 

-2, 


-1, 
0, 


3 
2 


-2, 


1, 


1 


-1, 


-1, 


2 


-1, 

-1, 

0, 


0, 

1, 
-1, 


1 

1 


0, 


0, 





0, 


1, 


-1. 



Schon hier erkennt man die rasche Abnahme der Wahrscheinlichkeit 
und daher auch der zu erwartenden relativen Häufigkeit der Fehler 
mit der Zunahme des Betrages der letzteren. 



1) P. Pizzetti, I fondamenti matematici per la critica dei risultati speri- 
mentali. Atti della R. Umyersitä di Genova 1892, p. 121. 



2d0 Zweiter Teil. Ausgleichungsrechnong. 

Wären bei einer Gattung von Beobachtungen acht unabhängige 
Ursachen wirksam, deren jede einen Fehler aus der Reihe (a) mit 
gleicher Leichtigkeit hervorbringen kann, so würden sich die 
9« ns 43,046.721 möglichen Verbindungen der Einzelfehler auf die nun 
möglichen Werte des Resultatsfehlers von — 32 bis + 32 beiläufig 
wie folgt verteilen: 

rund 2300000 auf den Fehler 0, 

1500000 auf jeden der Fehler — 5 und + 5, 
950000 „ „ „ „ -10 „ 4. 10, 
300000 „ „ „ „ — 15 „ -f 15, 
50000 „ „ „ „ -20 „ +20, 
3500 „ „ „ „ -25 „ +25, 
36 „ „ „ „ —30 „ +30, 
1 }} )) 7f ff — 32 „ +32. 
Die große Anzahl der Entstebungsarten der kleinen Fehler gegenüber 
der geringen Menge bei den großen Fehlem erklärt sich daraus, daß 
jene nicht bloß aus kleinen Einzelfehlem, sondern auch aus den 
größeren und großen hervorgehen können, wenn diese sich vermöge 
ihrer Vorzeichen zum großen Teil tilgen, während die großen Re- 
sultatsfehler nur aus großen Einzelfehlem vorherrschend gleichen 
Zeichens entstehen können. 

Aus dieser Betrachtung geht die Erkenntnis hervor, daß die 
relative Häufigkeity mit welcher Fehler eines gewissen Örößenintervallfl 
in einer großen Anzahl von Beobachtungen zu erwarten sind, mit der 
Größe der Fehler in einem Zusammenhange steht. 

Wir gehen nun daran, diesen Zusammenhang, das Fetdergesetä^ 
approximativ darzustellen aus der Annahme, daß der Beobachtungs- 
fehler sich aus einer großen Anzahl von Elementarfehlem, entspringend 
aus verschiedenen unabhängigen Ursachen, zusammensetze, deren jeder 
nur sehr kleiner absoluter Beträge fähig ist. Wir folgen dabei im 
wesentlichen dem Gedankengange M. W. Croftons^). 

1) „On the proof of the law of errors of observations", Lond. Trans. 169 
(1869) und „Probability", Encycl. Brit. 19 (1886). — Zur Geschichte der andern 
Ableitungen des Fehlergesetzes auf dieser Grundlage vgl. des Yerf.s „Theorie 
der Beobachtungsfehler**, 1891, p. 61 — 97, sowie dessen „Bericht** im Jahresber. 
d. deutschen Mathematiker- Vereinigung, VII (1899), p. 168 ff. — Aus jüngster 
Zeit seien hier drei Arbeiten angeführt: F. Hausdorff (Leipziger Ber. 1901, 
p. 166 — 178) zeigt durch seine Ableitung die Stellung des nach Gauß benannten 
Fehlergesetzes, zu dem die folgenden Nummern als Schlußresultat hinfuhren, als 
einer Appoximation allgemeinerer Entwicklungen, die ein Resultat in geschlos- 
sener Form nicht ergeben; charakteristisch für diese Entwicklungen sind die von 
Hausdorff eingeführten kanonischen Parameter, aus Durchschnittswerten der 
Fehlerpotenzen gebildet. — A. Sommerfeld (Boltzmann-Festschrifb 1904, p. 848 
— 869) geht von Elementarfehlem aus, die innerhalb bestimmter Grenzen kon- 
stante Wahrscheinlichkeit liaben. Bezeichnend für seine Arbeit ist die Anwen- 
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18B. Ableltnug des Fehlergeaetses ans der Hypothese 
der Blementarfehler. Es sei der Beobachtungsfehler x additiv 
zusammengesetzt aus den Elementarfehlem 

welche der Reihe nach 

n y fi f n ' • ' 

verschiedene Werte annehmen können. Dann ist 

X^ B + B + B H 

selbst n'n'n'" • • • verschiedener Werte fähig. Statt dieses Produktes 
wollen wir eine för die ganze Untersuchung festbleibende Zahl N 
nehmen, jedoch so, daß die relative Häufigkeit der verschiedenen Werte 
von X dadurch nicht verändert wird. 
Diese relative Häufigkeit sei durch 

z-m (1) 

ausgedrückt in dem Sinne, daß zdx die Menge der Fehler bedeutet, 
welche in das Intervall {x, x + dx) fallen. Dabei werde f{x) als eine 
analytische Fimktion vorausgesetzt. 

Diese Voraussetzung entspricht allerdings nicht der Wirklichkeit; 
denn diese schließt es in jedem besonderen Falle aus, daß die Fehler- 
größe X als eine stetige Variable angesehen werde, da wir vermöge 
unseres begrenzten Wahrnehmungsvermögens und der begrenzten 
Teilimg an den Instrumenten das Messungsresultat nur in gewissen 
Abstufungen zu konstatieren imstande sind. Soll aber eine alle Fälle 
umfassende Theorie aufgestellt werden, so bleibt nichts übrig, als sich 
mit gewissen Annahmen zufrieden zu geben, welche die Durchführung 
der Rechnung ermögbchen, und zu diesen Annahmen gehört auch die, 
daß nicht nur x eine stetige Variable, sondern auch f(x) eine stetige 
nach der Taylorschen Formel entwickelbare Funktion sei. 

Für N ergibt sich der analytische Ausdruck 



N.f, 



f{x)dx, 



düng geometrischer Betrachtungen, die im zwei- und dreidimensionalen Gebiet 
beginnend zu höheren Bäumen und schließlich zum ,,Raume von unendlich vielen 
Dimensionen** fortschreiten. — Eine sehr eingehende kritische Untersuchung über 
die verschiedenen Ableitungen des Fehlergesetzes aus Elementarfehlern hat 
F. Y. Edgeworth (Law of Error, Cambridge Philos. Trans. XX, 1904, p. S6— 66, 
IIS—ISO, Append. p. 181—141 und I— XIV) gegeben. Sie geht in wesentlichen 
Punkten über die früheren Arbeiten hinaus, so bezüglich des Grades der Approxi- 
mation, bezüglich der Voraussetzung über das Gesetz, nach welchem sich die 
Elementarfehler zum Gesamtfehler vereinigen (die übliche Annahme ist die ein- 
fache Summation); es werden auch „mehrdimensionale** Fehler, d.h. Fehler in 
der Ebene und im Baume in Betracht gezogen. 
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wenn g die Summe der unteren, G die Summe der oberen Grenzen 
aller «W vorstellt. 

Es komme nun ein weiterer Elementarfehler s hinzu, der fähig sein 
möge der n Werte e', e", • • • . Alle Fehler, welche aus Werten Ton x 
des Intervalls {x, x + dx) durch Hinzufügung eines jeden Wertes 
von 6 erzeugt werden, fallen in ein gewisses Intervall (X, X + rfX), 
wobei allgemein X^x + e ist; ihre Anzahl ist darstellbar durch 

[f(X-e') + f{X-e")+.-.]ds, 

ihre relative Häufigkeit, wenn man wieder auf die frühere Gesamt- 
zahl JV reduziert, durch 



Z-i {/(X-e') + /tX-c")+---} 



Beschränkt man sich bei der Entwicklung in der Klammer mit 
Rücksicht darauf, daß die Beträge der Elementarfehler als sehr klein 
vorausgesetzt werden, auf die ersten und zweiten Potenzen von e ^ e\ - • •, 
so stellt sich die relative Häufigkeit des Gesamtfehlers x nunmehr 
dar wie folgt: 

wobei /, z" die erste und zweite Ableitung von f{x) bedeuten. 
Setzt man den mittleren Wert von e: 

ü «, (3) 

den mittleren Wert seines Quadrates: 

^ -V-— — ^' w 

so ist kürzer 

Z^z-az -V^-z", (2») 

Tritt ein weiterer Elementarfehler mit den charakteristischen 
Größen o^, /S^ hinzu, so verwandelt er die relative Häufigkeit des 
Fehlers x in 



da nun 



Zy 


" 


z- 


a^Z + 


J-^'; 


z 


— 


z — 


az + 




z 


— 




z — 


az" ■ ■ 


Z' 


— 






Z" ■' 
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80 ist, wenn man bei Großen der zweiten Kleinheitsordnung stehen 
bleibt, 

oder 

Z,,.-(a + a,y + P + ft-"' --• + (- + "■>> ■ (5) 

Es gehen also irgend zwei Elementarfehler in das Gesetz des zu- 
sammengesetzten Fehlers nur in den Verbindungen tt + ^; ß-^ßu 
a^ + a^ ein; folglich werden aUe Elementarfehler in dem Haufigkeitä- 
gesetz des resultierenden Fehlers nur in den Verbindungen 

a +a^ -\-a^ ■\ — a, 

ß +ßx +A +•• — 6, (6) 

a* + ai»+a,« + c 

erscheinen, dieses Gesetz muß also die Form 

z^F{x,a,h-c) (7) 

haben, da, wie in (5) zu bemerken, die Aggregate ß^ßi und a* + a^ 
als Differenz auftreten. 

Um zur Kenntnis der Funktion F zu gelangen, lasse man einen 
Elementarfehler hinzukommen, dessen Mittelwert da ist, während das 
mittlere Quadrat neben diesem außer acht gelassen werden kann. 
Dann ist einerseits die Änderung der Häufigkeit von x: 



andererseil 


ts laut (2*): 


j de j 


folglich 




dg dz 
dx ^ da ' 



(8) 

woraus hervorgeht, daß x und a in a nur in der Verbindung a: — a 
erscheinen, so daß die Struktur haben wird: 

z^F(x-a, &-c). (7*) 

Tritt femer ein Elementarfehler hinzu, dessen mittlerer Wert 
Null ist, während sein mittleres Quadrat db betragt, so drückt sich 
die Änderung der Häufigkeit von x einerseits durch 

andererseits vermöge (2*) durch 

^^^^Yd~P^^ 
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aus; daraus folgt^ daß 

db " 2 dx^' ^^ 

Man denke sich weiter alle Werte der Elementarfehler in dem 
Verhältnisse 1 : r yerandert; dann Terändem sich in gleichem Ver- 
i^ltnisse auch die Werte von x und a, während sich 6 und e im Ver- 
hältnis 1 : r^ yerandem; drückt man die Tatsache aus, daß nun in 
dem Intervall [rx, r{x + dx)] ebenso viele Fehlerwerte liegen, als 
früher in dem Intervall {Xy x + dx) gelegen waren, so entsteht die 
Gleichung: 

F{x — ay b'-'C)dx^F[r(x — c), r*(ft — c)]rda:, 

oder mit den Abkürzungen 

X —a^ij h — c=^rj 

geschrieben: 

Mit r = 1 + Ö, unter d eine sehr kleine Zahl verstanden, gibt die 
Entwicklung bis auf Größen der Ordnung ö: 

woraus sich 

iU + ^'^dn-^' (10) 

ergibt. Das allgemeine Integral dieser linearen partiellen Differential- 
gleichung lautet: 

Nun folgt aber aus iy = & — c, daß 

dz dz 

dn^db' 
und weiter aus (9) und g — a; — a, daß 

dz^ 1 d*z 

setzt man dies in (10) ein, so wird 

d^z . ^dz . ^ 

die linke Seite dieser Gleichung ist aber der partielle Differential- 

dz 
quotient von ^^ + 6^ ^^ bezug auf |, und da er beständig = ist, 

so muß 
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^ äl + ^^ ^ z W 

lediglich Funktion von 17 sein. Führt man hierin die allgemeine 
Losung (11) ein^ so ergibt sich: 

2Si?-^ i^'iVr') + W^t iVr') -ziv)- 

Hiemach sollte eine Funktion von ^^rj' ^ identisch sein einer Funktion 
Ton 17; das kann nur stattfinden^ wenn beide konstant sind^ wenn 
also 

z(^) = '^äf+5^==const.; 

da aber nach (11) 5 und gj zugleich verschwinden^ muß auch const. =» 0, 
also 

^11 + 1^ = (12) 

sein. 

Demnach hat man, mit der Abkürzung i^rj'^ = u, vermöge (11) 
und (12) zur Bestimmung von ^ die Gleichung: 

2 tl^' (u) + * (m) = 0, 
aus der 

u 

folgt. Geht man nun von u auf g, 17 und von diesen auf die ur- 
sprünglichen Argumente x, a^ b, c zurück, so ergibt sich als approxi- 
matives Gesetz der Häufigkeit des Fehlers x das folgende: 

" e '''-'' (13) 



Durch Division von zdx mit der Anzahl N aller Fehlerwerte, 
welche sich durch das über diese Werte ausgedehnte Integral 

I zdx 

darstellt, erhält man die Wahrscheinlichkeit eines in das Intervall 
(Xy x+dx) fallenden Fehlers; mit Rücksicht auf die außerordentlich 
rasche Abnahme von js mit wachsendem Betrage von x dürfen die 
Grenzen der Integration mit •— 00 und + 00 angesetzt werden; da- 
durch ergibt sich: 
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und für die erwähnte Wahrscheinlichkeit der Ausdruck 

__(*^-a)« 

— e ^(*-«)rfx. (14) 

Den Koeffizienten Ton dXj d. i. die Funktion 

w (x) = - - e ^o>-<^)' (15) 

bezeichnet man als das Gesetz der FeUerwahrsdieinlichkeU oder kun 
als Fehlergesetz, 

Bemerkt sei, daß die Differenz i — c wesentlich positiv ist; denn 
nach (3) und (4) ist 

,'. + e"« + e"- + . . . {e +e- + e- + ...)« 



/J-a« = 



n n' 



>0. 

daher nach (6) auch 

b-c>0. 

Setzt man zur Abkürzung 

80 wird in einfacherer Schreibweise 

(p(ic)--=e-**('-«)\ (15*) 

Die Größe a bedeutet den mittleren Wert von X] denn, weil 

und a, a\ «'", • • • die mittleren Werte von e\ e", «'", • • • sind, so ist 

der mittlere Wert von a:. Für x ^ a wird 9) (rc) ein Maximum; a ist 
somit der relativ wahrscheinlichste Beobachtungsfehler. 

Die Wahrscheinlichkeit, daß der Beobachtungsfehler von diesem 
wahrscheinlichsten Betrage höchstens um d nach auf- oder abwärts 
abweiche, drückt sich durch 

a + ö hö 

P-A Ce-^'^—^dx^^ Ce-^dt~^{h6) (17) 

a — 6 

aus und kann bei bekanntem h mit Hilfe der Tafel I oder 11 bestimmt werden. 
Über die Bedeutung des Parameters h wird später gesprochen 
werden. 
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136. Ableitung des Fehlergesetzes ans der Hypothese 
des arithmetlsohen Mittels. Es sei (p (v)dv die apriorische Wahr- 
«cheiulichkeit, einen Fehler zwischen den Grenzen v imd v + dv zu 
begehen. 

Wir betrachten nun den praktisch einfachsten und wegen seines 
häufigen Vorkommens wichtigen Fall, daß eine unbekannte physische 
Größe, X, n-mal unter — soweit die Wahrnehmung zu urteilen ge- 
stattet — gleichen Umständen (von demselben Beobachter, mit gleicher 
Sorgfalt, mit denselben Instrumenten u. dgl.) beobachtet worden sei, 
und daß man för sie die Werte l^, hf ' ' ' '» erhalten habe. 

Die Wahrscheinlichkeit a priori, daß n unabhängige Beobach- 
tungen die Werte ij, /j, • • • l^ ergeben werden, ist proportional dem 
Produkte 

9,(X-?.)9,(X-y •••g'ix-g; (1) 

dem analogen Produkte 

(p{x-l,)(p{x-li)''(p(x- U (2) 

proportional ist nach dem Satze von Bayes (Nr 100) auch die Wahr- 
scheinlichkeit a posteriori, daß, wenn die Messung wirklich die Werte 
hy hf'' h ®rg*^^> ^ ^®^ wahre Wert der gemessenen Größe sei. 

Es entsteht nun die Frage: Welche Annahme über x ist auf 
dieser Er&hrungsgrundlage die vorteilhafteste? 

Darüber kann aber erst entschieden werden, nachdem man ein 
theoretisches Prinzip aufgestellt hat. Eines der ältesten Prinzipe, von 
denen Gebrauch gemacht worden ist, besteht darin, jenen Wert der 
Unbekannten als den vorteilhaftesten zu erklären, der den Ausdruck (2) 
zum Maximum macht, mit andern Worten: denjenigen Wert, welcher 
den bekannten Messungsergebnissen Fehler zuschreibt, für deren Existenz 
die größte aposteriorisclie WahrscheinlichkeU besteJU, Diesen Gedanken 
hat Daniel Bernoulli*) zuerst ausgesprochen und Gauß*) in seiner 
ersten Publikation über den Gegenstand verwendet. Man kann den 
aus diesem Prinzip abgeleiteten Wert als den wahrscheinlichsten Wert 
der Unbekannten bezeichnen. 

Hiemach wäre bei bekanntem (p dieser Wert aus der Gleichung 

qp' ( X — ?J ^'{x — l^) fp^(^jc — l^) ^ 

q>{x-h) "^ q>{x-I,) ^•••-^ cp(a;-IJ ^ W 

ZU berechnen, die sich durch Nullsetzen des logarithmischen Differen- 
tialquotienten von (2) nach x ergibt. 

Soll jedoch diese Gleichung zur Bestimmung der Funktion (p 

1) Dijudicatio maxime probabilis plurium observationum discrepantium etc. 
Acta Ac. Petrop. 1778. 

2) Theoria motus etc. 1809. 

Csnber, WahrscheinlichkalUreolmaiig. I. 2. Aafl. 17 
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yerwendet werden , so ist eine Annahme über x erforderlich. Als 
solche hat Gauß (1. c.) die zugrunde gelegt, daß unier den hier varauS" 
gesetzten Umständen das arithmetisclte MMd der BeobadäungsresuÜate 
der vorteäliafleste, also der tcahrsdmnlichste Wert sei. 
Dann muß also die Gleichung 

x»^±A±:i:±i- (4) 

oder die durch Umformung aus ihr abgeleitete 

(x-iO + (^-?,) + "- + («-ü-0 (5) 

eine Folge von (3) sein. 
Setzt man 

so kommt dies darauf zurück, die Fimktion ^ so zu bestimmen, daß mit 

zugleich 

bestehe. 

Bildet man aus diesen Gleichungen, nachdem man sie differenziert 
hat, mittels des unbestimmten Multiplikators 2k die eine Gleichung: 

WiX,) - 2h-\dX, + [*'(^) - md^, + • • • + Wi.K) - mdK - 0, 

in welcher die Differentiale voneinander unabhängig sind, so ergibt 
sich, daß jede der eingeklammerten Differenzen verschwindet, daß also 
if der Differentialgleichung 

i>'{X) = 2Tc 
genügen müsse. Daraus folgt 

also 

woraus durch neuerliche Integration 

und 

erhalten wird. 

Da nach allgemeiner Erfahrung q) eine abnehmende Funktion ist, 
ist k notwendig negativ; ersetzt man es mit Rücksicht darauf durch 
— A*, so wird 
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Das über alle möglichen Werte des Fehlers ausgedehnte Integral 
von (p{Ji)dl hat als Wahrscheinlichkeit dafür, daß der Fehler einen 
dieser Werte annehme, den Wert 1; folglich ist 

OD OC 

— OD — OD 

h 
woraus C = ~/- * 

Hiermit ist endgültig das Fehlergesetz 

9W-:j^e--' (6) 

gefunden. 

Gegenüber der in der vorigen Nummer unter (15*) gefundenen 
Form zeigt diese zwei Unterschiede: dort war x der wahre Fehler, 
also die Abweichung vom wahren Werte — hier ist k die Abweichung 
von dem vorteilhaftesten Werte, also vom arithmetischen Mittel, der 
sogenannte plausibdste oder scheinbare Fehler; dort war x um a, d. i. 
um den militleren Wert von Xj vermindert; hier entfällt dies, weil 
vermöge (5) die Summe der X, also auch der mittlere Wert von A, 
Null ist. ^ 

Nimmt man (6) der Form nach auch als das Gesetz des wahren 
Fehlers an, der mit s bezeichnet werden möge, so stellt 

9(e) = ^c-»'- (6*) 

ein symmetrisches, (15*) dagegen, d. i. 

9P,(^) = Ae-*M.-a)^^ (15*) 

wenn a + 0, ein asymmetrisches Fehlergesetz dar. Das letztere geht 
also in das erste über, wenn der Durchschnittswert von b, d. i. 

OD 

a =feq)i(e)de, (7) 

— 00 

verschwindet. Ein solches Verhalten hat Gauß als charakteristisches 
Merkmal rein zufälliger Fehler aufgefaßt, das Vorhandensein eines 
von Null verschiedenen a hingegen als Merkmal für die Existenz 
einseitig wirkender Fehlerursachen; in diesem Falle nennt er a den 
konstanten Teil der Beobachtungsfehler. 

Das Gesetz (6*) stellt also gewissermaßen einen idealen Fall vor, 
darin bestehend, daß keine einseitig wirkenden Ursachen vorhanden 
sind oder daß sie sich, wenn vorhanden, zu einer völlig symmetrischen 
Verteilung der Fehler kompensieren. Die Wirklichkeit wird wohl in 
der Kegel eine wenn auch nur schwache Asymmetrie aufweisen. 

17* 
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Die vorstehende Ableitung hat die Beweiskraft, welche ihr aus 
der Hypothese des arithmetischen Mittels entspringt. Daß das arith- 
metische Mittel der vorteilhafteste, insbesondere daß es der wahr- 
scheinlichste Wert sei, ist unbeweisbar; aber es lassen sich mannig- 
fache innere imd äußere Gründe anführen, welche für die Wahl dieses 
Wertes sprechen.*) 

137. Das Pr&adsionsmaß. Setzt man in dem Fehlergesetz 

a =. 0, so bedeutet das in (17) der vorigen Nummer gerechnete 






die Wahrscheinlichkeit, daß einer Beobachtung ein zwischen — d und 
+ ä liegender Fehler zukomme. Das Intervall 2ä verengt sich bei 
festem P in demselben Verhältnisse, als h wächst; je enger aber das 
Intervall, innerhalb dessen der Beobachtungsfehler mit gegebener 
Wahrscheinlichkeit zu erwarten ist, für desto genauer wird man die 
Art der Beobachtungen erklären. 

Der Parameter h hängt also mit der Genauigkeit der Beobach- 
tungen zusammen, deren Fehlerfrequenz durch das Gesetz dargestellt 
ist. Gauß hat die Genauigkeit geradezu der Größe h proportional 
gesetzt und diese darum als Präzisionsmaß bezeichnet. 

Die erste Ableitung des Fehlergesetzes hat gezeigt, wie das 
Präzisionsmaß mit den Elementarfehlern zusammenhängt; nach Glei- 
chung (16) ist 

1 



h 



|/2 (6 — c) 

und darin ist h die Summe der mittleren Quadrate, c die Summe der 
Quadrate der mittleren Werte der einzelnen Elementarfehler. 

138. Gesetz, welchem eine lineare Funktion unabh&ngiger 
Beobaohtongsfehler folgt. Es sei 

F^-k + a,X^+ a,X, + . .. + a^^X, (1) 

eine lineare Funktion der direkt beobachteten Größen X^, X„ ... X^; 
die Beobachtungsresultate li,^, • - • l„ mögen aus Messungsvorgangen 
stammen, deren Fehler dem allgemeinen Gesetze 

y'n ' 



1) Vgl. des Verfassers „Theorie der Beobachtungsfehler", 1891, p. 16—47. 
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folgen und deren Präzisionsmaße ^i> %s> • - * '^n ^^^^' It^echnet man 
statt F den Ansdmck 

/•= A + a^l^ + «2^ + 1- a,i„ 

so entsteht die Frage^ welchem Gesetz der dadurch begangene Fehler 

F- /•- a,(X,-k) + «,(X,- Z,) + . . . + a.(X,- U (2) 
oder 

E = «i«! + «2^2 + • • • + «««n (3) 

folgt. Dies kommt darauf hinaus , die Wahrscheinlichkeit zu be- 
stimmen, daß E zwischen den Grenzen z und z + dz liege; diese aber 
ist gegeben durch das Integral 

(«) 
ausgedehnt über dasjenige Gebiet, das durch die Relation 

z^E^z+ dz 
begrenzt wird. 

Um während der Integration von dieser Grenzbeziehung unab- 
hängig zu bleiben, wendet man den Kunstgriff an, den Ausdruck unter 
dem Integral mit einem Faktor zu multiplizieren, der für E — ^er den 
Wert 1 hat und in allen andern Fällen verschwindet; zu einem solchen 
Biskontinuitäisfaktor führt das Integral 






das fOr jedes ganzzahlige m verschwindet und für fn»0 den Wert 2:r 
hat Setzt man 

unter d eine sehr kleine Größe, imter eine neue Variable verstanden, 
so wird hiemach 

n 

J 

6 

1 oder 0, je nachdem mi Null oder nicht Null ist. Für S ^ dz 
und mS ^E—- z ergibt sich der für den vorliegenden Fall taugliche 
Diskontinuitätsfaktor 



1=/^- 



»)»V-lrfö; 
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nach seiner Anbringung darf in bezug auf alle s zwischen den Ghrenzen 
— oo und + (X) integriert werden. Der Ausdruck für die yerlangte 
Wahrscheinlichkeit wird dann: 

^00 — OB — 00 ^00 

Die auf £^ bezügliche Integration 

00 

— 00 

wenn man den Exponenten in 



umformt^ gibt 



V^/'-'^-^-Tv-. 



h, 



(5) 



folglich wird aus (4) nach Ausführung der Integrationen in bezug 
auf alle e: 

— 00 

Setzt man zur Abkürzung 

und formt hierauf den Exponenten wie folgt um: 

-[^+ H{z - Ä) 1/=T] - IP{z- A)\ 
SO ergibt sich schließlich 

^^•^H-iz-AYJg (6) 

als Ausdruck für die eingangs bezeichnete Wahrscheinlichkeit. 

Folgen also die Fdder der einzelnen Beobaditungen dem Exponential- 

gesetsf 77= c"***^*"*^, so befolgt der Fehler von f ein Exponentialgesehs 

von dersdben Form. 

Sind die Beobachtungen gleich genau, so daß A^ — ^^=-...=1^^— ä 
ist, so ist nach (5) die Präzision in der Bestimmung von f: 
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g- ^ ^ . (7) 

Ein besonderer Fall, der praktische Verwendung findet, soll hier 
angemerkt werden. Setzt man in (1) 

Z:-.0, «i«-!, a, 1, cc^^^ a^ ^a„^0, 

so gehen F in Null, f und E in die Differenz zweier gleich genauen 
unabhängigen Beobachtungen einer und derselben Größe über; Formel (7) 

gibt für H den Wert -4-' 

1/2 

Die Differenzen gleich genauer Beohacktungen von der Präeision h 
terhalten sich also in ihrer Frequenz so, tvie Beobachiungsfehler von der 

Präzision — ;=• 

j/2 

Das durch (6) ausgedrückte Gesetz hat auch für eine beliebige 
Funktion F(X^y X^, . . , XJ bedingte Geltxing, unter der Voraussetzung 
nämlich, daß die 2^, /,, . . . anhafl;enden Fehler f^, £,,... so klein seien, 
daß man Potenzen und Produkte derselben gegenüber den ersten 
Potenzen vernachlässigen, also mit genügender Schärfe 

F=F{1, + f„ ?,+ f„ ...?, + O - A + a,s, + «,«,+ ... + «,6, (8) 

setzen darf, wobei 

Demnach bilden die Formeln (5) bis (9) die Grundlage für die 
Beurteilung der Genauigkeit in der Bestimmung einer Funktion direkt 
beobachteter unabhängiger Größen. 

139. Der wahre Wert einer phytisohen OröBe.^) Man 
spricht von dem wahren Werte einer physischen Größe in der still- 
schweigenden Voraussetzung, daß ein solcher in einer jede Unbestimmt- 
heit ausschließenden Weise definiert sei. Dies wird in manchen Fällen 
innerludb der Grenzen unseres Walimehmungsvermögens auch zutreffen; 
in dbsdiUem Sinne, d. h. bei unbegrenzter Schärfe dieses Vermögens, 
wird eine physische Größe niemals vollkommen definiert sein. 

Die Basis einer großen Triangulierung mag noch so sorgfältig 
festgelegt sein, geometrisch streng definiert ist sie nicht, weil ihre 
Endpunkte nicht Punkte im eigentlichen Sinne, sondern sichtbare 
Marken sind. 

Der Winkel der Richtungen, welche von einem „Punkte" der 
Erdoberfläche nach zwei andern „Punkten" gehen, ist nicht unzwei* 



1) Vgl. P. Pizzetti, 1. c, p. 146 ff. 
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deutig definiert; weil sovrohl der Ausgangspunkt wie auch der Ziel- 
punkt Objekte von endlicher Ausdehnung sind und sein müssen, um 
wahrgenommen zu werden; auch das Einstellen auf ihre ^^Mitte^ läßt 
noch eine Unbestimmtheit übrig. 

Die zwischen den Endflächen eines Meßstabes enthaltene Länge 
entbehrt bei genauem Zusehen auch der strengen Definition; mögen 
die Endflächen noch so fein bearbeitet sein, vollkommene und parallele 
Ebenen im geometrischen Sinne stellen sie schon vermöge der Die- 
kontinuiföt der Materie nicht dar. 

Man spricht von der Zenitdistanz eines Sternes an einem be- 
stimmten Orte und stellt sich dabei vor, daß die Lotrichtung an 
diesem vollkommen definiert sei; bedenkt man aber, daß die Lot- 
richtung im Zusammenhange steht mit der Verteilung der Massen, so 
wird man bei der beständigen Veränderlichkeit dieser Verteilung streng 
genommen nur von der Lotrichtung in einem bestimmten Augenblicke 
sprechen können. 

Bei der begrenzten Schärfe unserer Beobachtungsmittel, der natür- 
lichen wie der künstlichen, entziehen sich aber Unsicherheiten in der 
Definition der zu messenden Größe und zeitliche Änderungen derselben, 
sobald sie unter ein gewisses Maß herabsinken, der Wahrnehmung 
vollständig, und es bleibt die Möglichkeit, für den wahren Wert eine 
auf die Erfahrung gegründete Definition aufzustellen. Es soll darunter 
die Grenze verstanden werden, welcher sidi der aus einer großen Zahl 
von Beobachtungen abgeleitete Mittelwert^) näliert, wenn die Zahl der 
Beobachtungen beständig wächst. 

Diese Definition setzt voraus, daß der mathematische Ausdruck 
des Mittelwertes aus n Beobachtungen mit wachsendem n tatsächlich 
gegen eine bestimmte Grenze konvergiere, der dadurch, daß sie ledig- 
lich von der physischen Größe imd nicht auch von dem Beobachter, 
den Instrumenten abhängt, eine absolute Bedeutung zukommt. 

Das Vorhandensein eines Grenzwertes allein wäre nicht aus- 
reichend zur Definition des wahren Wertes. Denn unterlägen die 
Beobachtungen einer konstant wirkenden Fehlerquelle, so ergäbe sich 
nach deren Ausscheidung (z. B. nach Berichtigung des Instrumentes 
oder Wahl eines andern) sofort ein von dem früheren verschiedener 
Grenzwert, gegen die zuletzt ausgesprochene Forderung. 

Für die Methode der Kombination der Beobachtungen ergibt sich 
aus diesen Betrachtungen das folgende Postulat: ,,Der Ausdruck^ 
welcher den vorteilhaftesten Wert einer physischen Größe aus einer An- 
zahl ausgeführter Beobachtungen bestimmt, muß so besdiaffhi sein^ daß 
er mit beständigem Wachsen dieser Ansahl dem wahren Werte der 
Größe als Grenze sich näliert.'' 

1) Unter „Mittelwert" wird hier der nach einer bestimmten Methode ge- 
wonnene vorteilhafteste Wert der unbekannten Größe verstanden. 
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Dies erfordert; daß in dem allgemeinen Fehlergesetz 

die Größe a, von Gauß^) der konstante Teil des Fehlers genannt, ent- 
weder im voraus, vor Anstellung der Beobachtungen, bekannt oder 
gleich Null sei. 

Angenommen nämlich, zur Bestimmung einer unbekannten Größe X 
seien n Beobachtungen, deren Fehler dem obigen Gesetze folgen, aus- 
geführt worden und hätten die Resultate lifl^f - - -l^ ergeben. Durch 
fihf hf • • • K) s^^ ^^® Rechnungsvorschrift dargestellt, welche den 
vorteilhaftesten Wert der Unbekannten liefern soll, so daß 

ist. Die erste Forderung, welche die Funktion f zu erfüllen hat, ist 
die, daß ihr Wert X sei, wenn man für die fehlerhaften Beobach- 
tungsergebnisse X selbst einsetzt, daß also 

Entwickelt man die rechte Seite unter der Voraussetzung sehr kleiner e 
(vgl. Schluß der vorigen Nummer), so ergibt sich ftlr den Fehler in 
der Bestimmung x die Darstellung: 

und dieser Fehler befolgt das Gesetz 

wobei 

^ " ^/-r:. ,. ^=1 > ^ - a («1 + oj +••• + «„) . 
y«i + aJH — \-< 

Soll mit wachsendem n sich x der Größe X nähern, so muß 
notwendig der Fehler die größte Häufigkeit haben; dies ist aber 
nur dann der Fall, wenn j1 — 0, was wiederum die Gleichung a » 
nach sich zieht, weil das Nullwerden von «i + «j + • • • + «« nicht 
vorausgesetzt werden darf.*) Des weiteren ist erforderlich, daß H 

1) Theoria combinationis I (1821), Art. 5. Deutsch von A. Hör seh und 
P. Simon, Berlin 1887. Vgl. auch Nr. 137. 

2) Es ist nämlich für ein sehr kleines d bis auf die Ordnung dieser Größe 

f(}i + 9. ?, + ^,...?« + ^) = ^ + («i +«, + •••+ «n)^; wäre «1 + «, + .-. 

-[. an = , SO hätte man 

d. h. an dem vorteilhaftesten Werte würde durch Abänderung sämtlicher Be- 
obachtungen um d keine Änderung hervorgebracht. 



/ 
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mit n beständig wachse, daß also die Summe aj + c^ + • • • 4* «J l>^ 
ständig abnehme und sich der Null als Grenze nähere. 

Der Fall, daß a nicht Null, aber bekannt sei, kann auf den 
früheren zurückgeführt werden. Schreibt man X in der Form: 

X^f(li'-a+ 6^ + a, ^2 — ö^ + «2 + «> • • • ^« - öt + €^ + a), 

entwickelt nach den als sehr klein vorausgesetzten Größen «i+fl, B^+a, • • •, 
und setzt 

so wird 

X — a:'«= a[ e^ + «i^a H f- ai«„+ ^', 

wo A' wie vorhin die Bedeutung a («^ + a^ + • • •+ ai) hat; der 
Fehler in x befolgt nun das Gesetz 

d. i. 



was mit der früheren Voraussetzung -4. = übereinstimmt. Die Rech- 
nungsvorschrift, welche für a «- zu dem wahren Werte als Grenze 
führt, leistet dies also auch bei a + Oy wenn man das als bekannt 
vorausgesetzte a von jeder Beobachtung subtrahiert. 

§ 2. Genauigkeitsmaße. 

140. Das Fehlerrisiko. Man kann die Bestimmung einer 
Größe durch Beobachtungen einem Spiele vergleichen, bei dem nur 
Verluste möglich sind; denn jeder Fehler, ob positiv oder negativ, 
bedeutet als Abweichung von der Wahrheit einen Verlust. Der mit 
einem Spiele verbundenen Verlustgefahr entspricht hier die Befürchtung 
eines Fehlers in dem Resultate, von deren Ausmaß die Oencmgkeit ab» 
hängen wird, die man der gewonnenen Bestimmung zuschreibt. 

Wie nun bei dem Spiele in dem Risiko ein Maß für die Gefähr- 
lichkeit desselben erkannt worden ist, kann eine in analoger Weise 
gebildete Größe bei Beobachtungen als Maß für deren Genauigkeit ver- 
wendet werden. Während jedoch zur Bildung des Spidrisäcas bei 
einem mathematisch geordneten Spiele entweder nur die Verluste 
oder nur die Gewinne herangezogen zu werden brauchen (s. Nr. 122), 
sind bei der Bildung des FehierrisiJcos alle möglichen Fehler in Rech- 
nung zu nehmen. Dagegen entsteht die Frage, wonach man die Be- 
deutung eines Fehlers, den mit ihm verbundenen Nachteil, beurteilen 
soll. Wird zunächst allgemein die Bedeutung eines Fehlers £ ala 
Funktion seines Wertes aufgefaßt und mit ^ {s) bezeichnet, so ergibt 
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sich für das Fehlerrisiko') die Definition: es sei die Summe der Pro- 
duUe aus den Wahrscheitdichkeiten aller möglichen Fehler mit den ihnen 
entsprechenden Fmiktionswerten f (e), Ist tp (i) das Fehlergesetz , so 
drückt sich das Fehlerrisiko R durch die Formel aus: 

R-ß(,Me)dB, (1) 

die Integration über alle Werte yon e ausgedehnt. 

Es liegt in der Natur der Sache , dem Fehler eine von seinem 
Zeichen unabhängige imd mit seinem Betrage wachsende Bedeutung 
beizulegen^ d. h. die Funktion ^ (f) so zu wählen^ daß 

* W=* (-^), ^nd tl^(£')>tl;{e), wenn |«'|>|«|. (2) 

Bleibt man bei diesen allgemeinen Festsetzungen stehen, so laßt 
sich zunächst nachweisen , daß, sofern der einer experimentellen Be- 
stimmung anhaftende Fehler das Gesetz 

befolgt, das mit jener Bestimmung yerbundene Fehlerrisiko am kleinsten 
wird, wenn a = ist. 
Aus 

OD 

— OD 

folgt nämlich 

g = ?^yV(.)(.-a)e-*'(.-)V*, 

— OD 

OD 

— OD 

zerlegt man das Integrationsgebiet durch die Null in zwei Teile, 
ändert in dem ersten Teile des Integrals das Vorzeichen der Va- 
riablen t, so ergibt sich vermöge (2) für den Differentialquotienten 
die Darstellung: 

^ - ?|/[^ (t + a)-t{t- «)] te-'-"'dt. 

Hier nimmt t nur positive Werte an; ist daher a > 0, so ist nach (2) 
tlf(t + a)-il;(t-'a)> 0, also auch ^f > 0; 



1) Vielfach auch als „totales Fehlerrisiko^* bezeichnet. 
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dagegen bestehen für a < die umgekehrten Beziehungen. Es hat 

also -T- immer gleiches Vorzeichen mit a^ folglich erlangt i? f&r 

a n» sein Minimum. 

Das Feblerrisiko wird ferner um so kleiner, je großer h isi^ 
vorausgesetzt, daß a = ist. Denn es ist dann 

— 00 

folglich das zu einem Werte von t gehörige Element des Integrals 
und daher R selbst um so kleiner, je größer h ist. 

Durch diese Beziehung des Fehlerrisikos zum Prazisionsmaß ist 
erwiesen, daß jedes Fehlerrisiko, das mit Einhaltung der Rela- 
tionen (2) gerechnet ist, sich zur Beurteilung der Genauigkeit eignet 

Es ist wichtig, zu bemerken, daß das Fehlerrisiko ü gleich- 
bedeutend ist mit dem Mittel- oder Durchschnittswerte der FuhkUan ^ (e) 
(s. Nr. 55). Läge demnach eine Reihe von Werten f^, «,, • • • «^ des 
Fehlers vor, wie sie der Zufall zusammengetragen hat, d. h. wie sie 
sich bei einer Reihe von Beobachtungen ergaben, so darf dem 
Bernoullischen Theorem zufolge 

^{^(0 + *(^2) + •••+!(' (Ol 

um so sicherer als ein Näherungswert von R angesehen werden, je 
größer n ist; denn mit beständig wachsendem n nähert sich dieser 
Ausdruck der Grenze JB. 

141. Der Dnrohsohnittsfehler. Der aus der Wahl 

die den Bedingungen (2) der vorigen Nummer entspricht, hervor- 
gehende Wert von B wird als Du/rchschnittsfehler bezeichnet. Seine 
Bedeutxmg ist die des Mittelwertes der Fehlerbeträge. Liegt demnach 
eine Reihe von n Fehlern: f^, «j, • • • s^ vor, so ist^) 



(1) 



der aus ihr abgeleitete Näherungswert des Durchschnittsfehlers d". 
Befolgen die Fehler das Gesetz 

so ist 

QC OD 

»~-%f\e\ e-'-'-'äe - =- 7^ fte-^dt, 



1) Die eckige Klammer soll hier und im folgenden als Summenzeiehen für 
gleichartige GrOfien cor Yerwendong kommen. 
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und da y der Wert des Integrals, 

Hiemach ist der Durchschnittsfehler dem Prazisionsmaß umge- 
kehrt, nach der in Nr. 137 getroffenen Festsetzung der Genauigkeit 
ebenfalls umgekehrt proportional. 

Bei bekanntem ^ gibt die Formel (2) ein Mittel zur Bestimmung 
des Präzisionsmaßes. 

142. Der mittlere Fehler. Die Quadratwurzel aus demjenigen 
Fehlerrisiko, das aus der Wahl 

hervorgeht, ist von Gauß^) unter dem Namen des mitÜeren Fehlers 
in die Theorie eingeführt worden. Der mittlere Fehler ist hiemach 
die Quadratwurzel aus dem Mittelwert des Fehlerquadrates und wird 
aus einer Reihe von •Fehlerwerten «i, ^j, • • • «„ göftinden, indem man 
aus dem Quotienten 

1?^ . (1) 

die Quadratwurzel zieht. 

Befolgen die Fehler das Gesetz 

so ergibt sich für das Quadrat des mittleren Fehlers (i die Formel: 



OD Oft 



h /*,._„.. 2 r^,^_t,^^_^^^ 



— OD 



woraus 



"-.TT » 

folgt. 

Auch der mittlere Fehler ist dem Präzisionsmaß und daher der 
Genauigkeit umgekehrt proportional, eignet sich also wie der Durch- 
schnittsfehler zu einem Genauigkeitsmaß. 

Der mittlere Fehler entspricht dem sogenannten mittleren Risiko 
bei vom Zufall abhängigen Unternehmungen (s. Nr. 125). 

143. Der wahrsoheinllohe Fehler. Dieser ist nicht auf den 
Begriff des Fehlerrisikos aufgebaut. Man versteht darunter jene 



1) Thron a combinationis, Art. 7. 
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Feblerff^re^ize r, für deren Überschreitung wie Nichtüberschreituiig die 
Wahrscheinlichkeit y besteht.^) Die Gültigkeit des Fehlergesetzes 

vorausgesetzt, ergibt sich r aus der Gleichung 

r rh 

1 2Ä /•_„.., 2 

2 






deren Lösung nach Nr. 79, Gleichung (10), 

rÄ =. 0,476936 - (>o (1) 

isi Es eignet sich demnach r, als dem PräzisionsmaB umgekehrt 
proportional, theoretisch in gleicher Weise als Genauigkeitsmaß wie 
d und f(. 

Liegt eine durch den Zufall erzeugte Reihe* von n Fehlern vor, 
und ist sie nach den absoluten Beträgen steigend geordnet, so be- 
zeichnet bei ungeradem n der mittelste, bei geradem n ein zwischen 
den beiden mittelsten angenommener Zahlwert eine angenäherte Be- 
stimmung von r.*) 

144. Yergleiohende Betraohtimg der GtonanigkeltemaBe. 
Mit den drei in den letzten Nummern besprochenen ist die Zahl der 
möglichen Genauigkeitsmaße nicht erschöpft. Aus dem allgemeinen 
Begrifie des Fehlerrisikos ließe sich vielmehr durch SpezitJisierung 
der Funktion ^ (e) noch eine unabsehbare Reihe geeigneter Maße 
ableiten. 

Unter diesen sind diejenigen, welche nach Art des Durchschnitts- 
und des mittleren Fehlers aus Mittelwerten der Fetderpoteneen hervor- 
gehen, Gegenstand eingehender Untersuchungen geworden. Wählt 
man nämlich 

und bezeichnet den zugehörigen Wert von ü mit ü^, so ist bei 
Geltung des exponentiellen Gesetzes 

1) Gauß, Bestimmung der Genauigkeit der Beobachtungen. Zeitschr. f. 
Astron. I, 1816. 

2) Hausdorff (Leipz. Ber., 1901, p. 164—166) empfiehlt den Grund- 
gedanken, der dieser Bestimmung des wahrscheinlichen Fehlers zugrunde liegt, 
für eine empirische Ermittlungsweise des Präzisionsmaßes h selbst, der der Vor- 
zug einer größeren Sicherheit zukommt (s. d. nächste Nr.) : zerlegt man die Reihe 
der nach ihrer absoluten Größe geordneten Fehler so, daß 84 7o der Fehler unter 
und 167o ^l^er dem Schnitt liegen, so gibt der reziproke Wert der den Schnitt 
bewirkenden Fehlergröße eine Bestimmung von h. Vgl. hierzu Helm er t. Die 
Ausgleichungsrechnung etc., 2. Aufl., p. 85 ff. 
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(I)') 



m 



folglich die Größe l/^ dem Prazisionsmaß umgekehrt proportional 
und daher ebenso als Genauigkeitsmaß verwendbar wie d" und (i. 

Bei Entscheidung der Frage, welches von all diesen Genauigkeits- 
maßen zu wählen sei, hat — den praktischen Gesichtspunkt möglichst 
einfacher Rechnung zunächst beiseite gelassen — die folgende theore- 
tische Erwängung mitzusprechen. In Wirklichkeit wird für R^ immer 
nur aus einer vorgelegten Reihe von Einzelwerten des e: «i, f», • • • f„, 
ein Näherungswert zu erzielen sein durch Ausrechnung der Formel 

- — -, beziehungsweise ^' ' ^ , (2) 

je nachdem m gerad oder ungerad ist. Nun erweist eine eingehende 
Untersuchung*), daß der Ausdruck (2) nicht för jedes m gleichrasch 
dem theoretischen Werte B^ als Grenze sich nähert, mit andern 
Worten, daß bei gegebenem (großen) n die Grenzen, innerhalb welcher 
die Differenz 

mit gegebener Wahrscheinlichkeit zu erwarten ist, von m abhängen 
und am engsten sind für w =» 2, daß also die Beurteilung der Ge- 
nauigkeit nach deni Mittelwerte der Fehlerquadrate oder nach dem 
mittleren Fehler die sicherste ist. 

Die Sicherheit, welche die Wahl m « 1 — der Durchschnitts- 
fehler — gewährt, kommt nach jenen Untersuchungen der von m = 2 
sehr nahe. Trotzdem und trotz der einfacheren Rechnung, welche d 
gegenüber /i erfordert, ist doch der mittlere Fehler das üblichste Ge- 
nauigkeitsmaß geworden. 

Aus der Zusammenstellung der Formeln für d^, ft, r: 



1) Die Gammafnnktion, welche den Zähler des Bruches bildet, hat für 

m==l 2 3 4 6 6 

den Wert 

2) Vgl. hierzu Helmert, Über die Wahrscheinlichkeit der Potenz- 
Summen etc. Zeitschr. f. Math. u. Fhys. 21 (1876); Pizzetti 1. c, p. 256 ff.; 
des Verf.s „Theorie der Beobachtungsfehler^S p. 180 ff. 
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geht übrigens hervor, daß mit einer der drei Größen auch die beiden 
andern und h bestimmt sind; es ergeben sich nämlich die Beziehungen: 

y, ^ y^ ^ = 1,25331 ^, 

(3) 



r 


"QoV^l^ 


^ 0,67449 (i, 


r 


-Pol^^ = 


- 0,84533 ^, 


h 


1 






0,56419 


0,70710 0,47936 

f* r 



Hat man zwei oder mehrere der Größen unabhängig voneinander 
bestimmt, so liefert ihre Prüfung an den vorstehenden Beziehungen 
eine generelle Probe dafilr, ob die zugrunde gelegten Fehler nahe 
genug dem Fehlergesetz entsprechen, aus welchem jene Beziehungen 
hervorgegangen sind. 

Eine eingehende Probe hätte sich auf die Verteilung der Fehler 
nach Vorzeichen und absoluter Größe unter Benützung eines, etwa 
aus (i, gerechneten Präzisionsmaßes zu erstrecken. Unter n Fehlem 
ist die Hälfbe positiv und die andere Hälfte negativ, ferner sind 

ah 

\'^dt=^nO{ah) 



n-% je 



Fehler zwischen — a und + a zu erwarten. Diese Angaben ent- 
sprechen der wahrsdieinliclisten Verteilung (s. Nr. 86). Umfangreiche 
Untersuchungen, welche in dieser Richtung ausgeführt worden sind, 
haben das Fehlergesetz 

h_ 



-_e-^'^' 



als eine gute approximative Darstellung der Fehlerfrequenz bestätigt.^) 
Häufigen Gebrauches wegen ist nachstehend eine Tabelle mit- 
geteilt, aus welcher die Wahrscheinlichkeit zu entnehmen ist, daß der 
einer Beobachtung oder Bestimmung anhaftende Fehler dem Betrage 
nach zwischen und dem Ä'- fachen Durchschnitts-, mittleren und 
wahrscheinlichen Fehler gelegen sei. Der Ausdruck für diese Wahr- 
scheinlichkeit ist nach den Formeln (3) bezüglich des Durchschnitts- 
fehlers: 

1) Näheres hierüber vgl. in Verfassers „Theorie der Beobachtungsfehler*^ 
p. 188—202; C. S. Peirce, On the theory of errors of observations. Coast and 
Geod. Survey 1870. 
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bezüglich des mittleren Fehlers: 



khfL 



bezüglich des wahrscheinlichen Fehlers: 



khr 



Wahrseheinliohkeit P, daß der Fehler einer Bestimmung den A;- fachen dnrch- 
selinittliehen, mittleren and walirseheinlichen Felder nicht fibersehreite. 



h 


CO,Ä^} 


(o,Ari 


(0,A-r) 




P 


P 


P 


o,s 


0,12696 


0,16809 


0,10731 


0,4 


0,26072 


0,81100 


0,21268 


0,6 


0,4264fi 


0,45122 


0,31430 


0,8 


0,47e4O 


0,67858 


0,4l0i>tä 


1,0 


0,57499 


0,58260 


0,5000*) 


1,3 


0,66168 


0J6966 


0,68171 


1,4 


0,73610 


0,68851 


0,66498 


1,6 


0,79789 


0,89028 


0,71949 


1,8 


0,86201 


0,92618 


0,77ö28 


2,0 


0,88963 


0,95346 


0,83261 


2,2 


0,92074 


0,97114 


0,86216 


s.i 


0,94Ua 


0,98763 


0,89460 


S,6 


0,96184 


0,99066 


0,92051 


2,8 


0,97445 


0,99489 


0,94105 


S,0 


0,98328 


0,99729 


0,96698 


S,i 


0,98932 


0,99873 


0,96910 


3,4 


0,99831 


0,99932 


0,97817 


3,e 


0,99691 


0,99968 


0,98482 


3,8 


0,99750 


0,99985 


0,98962 


4,0 


0,99fi67 


0,99994 


0,99302 



An diese Tabelle soll die Frage nach dem mutmaßlichen größten 
Fehler in einer Beobachtungsreihe angeschlossen werden. Bei einer 
Gattung Ton Beobachtungen bekannter Genauigkeit Ton einem größten 
Fehler schlechtweg zu sprechen, geht nicht an; denn bis zu welcher 
Größe Fehler auftreten, wenn man die dem Gesetze entsprechende 
Verteilung voraussetzt, hängt von dem Umfange der ausgeführten 
Beobachtungsreihe ab. Ist n die Anzahl der Beobachtungen, P die 
Wahrscheinlichkeit, daß der absolute Betrag eines Fehlers k^i nicht 
überschreite, so ist n(l — P) die erwartungsmäßige Anzahl der Fehler 

a n b • r , WfthzBchelnliohluitfrtchnang. L S . An n. 18 
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jenseits dieser Orenze; und nur wenn diese Anzahl 1 oder darüber 
ist, sind Fehler zu erwarten, die über den Betrag Jcji hinaoBgehen. 
Man kann daher durch Auflösung der Gleichung 

n (1 - P) = 1 

nach w dem Umfang der Beobachtungsreihe feststellen, bei welcher 
Jcji als größter Fehler zu erwarten ist. Mit Benützung der oben zu- 
sammengestellten Werte Ton P ergibt sich: 

für * = 2 2A 2,8 3 3,4 3,8 4 

n = 21, 81, 196, 389, 1471, 6667, 16667. 

Man ersieht daraus, wie rasch n im Vergleiche zu Je wächst, und daß 
nur bei sehr umfangreichen Beobachtungsreihen ein Fehler zu ge- 
wärtigen ist, der den dreifachen mittleren Fehler übersteigt. Selbst bei 
100 Beobachtungen wird der größte Fehler voraussichtlich nicht über 

das 2 — fache des mittleren Fehlers betragen. 

145. Yerwendnng von Beobaohtnngsdifferensen mr Oe- 
nanlgkeitsbestimmnng. Es liegt nahe, Differenzen von Beobach- 
tungen einer Größe zur Beurteilung der Genauigkeit zu verwenden^ 
weil sie, unabhängig von der Kenntnis des wahren Wertes der be- 
obachteten Größe, Differenzen von Beobachtungsfehlem darstellen. 
Liegen nämlich für eine unbekannte Größe X zwei Beobachtungs- 
resultate l^f Jg vor, so ist 

daher 

Z^ = ?1 — Zj = £j — £l . 

Befolgen die Einzelfehler das Gesetz — 6~***' , so unterliegen die 
Differenzen (s. Nr. 138 Schluß) dem Gesetz 

h 

hiemach ist der Mittelwert von | J \ gleich -^ (s. Nr. 141), also 

auch gleich dy2, und der Mittelwert von J^ gleich j^ (s. Nr. 142)^ 

mithin gleich 2/i^. Stehen also ^ (unabhängige) Beobachtungsdiffe- 
renzen ^1, ^29 ' ' ' '^s 2^^ Verfügung, so kann man, je größer s, um 
so sicherer setzen: 



e * ; 
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woraus sich ffir d und fi die Bestimmungen ergeben: 

^-ü^, (1) 

.-VW- (2) 

Aus n Beobachtungswerten ^i, ig, • • i^ von X lassen sich s = — -^ — - 

Beobachtungsdifferenzen bilden, die indessen nicht sämtlich unabhängig 
voneinander sind; vielmehr lassen sich nur w — 1 unabhängige aus- 
wählen; trotzdem gelten, wie Andrae^) und Helmert^) nachgewiesen 
haben, bei Verwendung aller die Formeln: 

^"" n(n-l)' W 



«-|/J^4_. (4) 

V n(n-l) ^^^ 



n. Abschnitt. Kombination von Beobachtungen. 

§ 1. Direkte Beobachtungen. 

146. Direkte Beobaohtnngen gleicher Oenanlgkelt. Das 
arlthmetlsohe Mittel als die mit dem kleinsten Fehlerrlslko 
verbundene Bestimmung. Man spricht von direkten Beobach- 
tungen, wenn die Messung an der zu bestimmenden Größe selbst 
vorgenommen wird. 

An einer unbekannten physischen Größe X seien n gleich genaue 
Beobachtungen mit den Resultaten l^, {,, • • • l„ Torgenommen worden. 
Wir nehmen an, es lasse sich im voraus eine Kombinationsregel an- 
gebeu, durch deren Anwendung sich aus den Beobachtungsergebnissen 
der vorteilhafteste Wert der Unbekannten x ergibt; sie laute: 

^ = fih,h,---ln)- (1) 

Vorausgesetzt, daß die Fehler der Beobachtungen dem Gesetze 

folgen, soll jener Wert als der vorteilhafteste gelten, der das kleinste 
Fehlerrisiko nach sich zieht. 

Dies sind die Grundlagen für die folgende Untersuchung. 



1) Astron. Nachr. LXXIV (1869). 2) Ibid. LXXXVXH (1876). 

18* 
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Bezeichnet man die Ableitung von f in bezug auf l^ mit a^^ so 
hat man folgende Entwicklung för f{X, X, • • • X): 

/•(x,x,... X) »/•(?, + x-.i„j, + x-z„...i, + x-u 

wobei Sl die Zusammenfassung der Glieder höherer Ordnung in bezug 
auf die Differenzen X — {^^ X — 2|, • • • bezeichnet. Setzt man diese 
Differenzen als sehr klein voraus und unterdrückt in Rücksicht darauf 
Ä, so wird weiter: 

/•(X, X, . . . X) - ä: + X[a] - aJi - Oji, a^f 

und daraus ergibt sich, wenn man sich der Abkürzung 

f{X,X,.--X)-X\a\^k (2) 

bedient: 

a; — Jfc + «iZi + «,^2 H ^- ^nK' (3) 

Damit x durch die Beobachtungsergebnisse allein bestimmt sei, muß 
h eine von X unabhängige Größe bedeuten. 
Schreibt man (2) in der Form 

f{X, X, . . -X) = Ä + a,X + a,X + . . . + «,X, (2*) 

so folgt aus (2*) und (3) durch Subtraktion: 

/•(X, X, . . . X) - a; = Oj«! + a,f, + • • • + ««««. 

Diese lineare Funktion der Beobachtungsfehler befolgt nach Nr. 138 
das Gesetz 



wobei 


man also 






ist 

Setzt 




+ «,« + .. 


■ + < 


so wird 


X- 


nx, X, 

-x-X- 


..•X)- 
f{X, X, 


x = z, 
•..X) + ^ 






-X- 


XM- 


fc + Ä 


= X(1 

und mit der Abkürzung 

X(l- 
weiter 

X~ 


-M)- 
■ [a])-k 

x = Ä-\- 


k-\-e 
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wird demnach der Fehler in der Bestimmung Xy d. i. X — x, mit t 
bezeichnet, so ist vermöge ^ t — Ä und da ^^ dt: 

die Wahrscheinlichkeit, daß die Abweichung des Yorteilhaftesten von 
dem wahren Werte zwischen i und t + dt falle. 

Nach den Ergebnissen der Untersuchung in Nr. 140 wird das der 
Bestimmung von x anhaftende Fehlerrisiko am kleinsten sein, wenn 

-4 = und H ein Maximum 
ist. 

Die erste Forderung führt zu der Gleichung 

X(l-[«])-Ä-0, 
die bei der Unabhängigkeit zwischen k und X nur erfüllt ist durch 
fc = und [«] = 1 . 
Hiemach sind die Koeffizienten a des Ausdrucks 

^ - «1^1 + «2'« + h ^Jn y (4) 

damit er den vorteilhaftesten Wert darstelle, gemäß den Forderungen : 

«1 + «2 + 1~ "n = 1 7 «1* + «2* H + a,* ein Minimum 

zu bestimmen. Dies aber fährt auf 

«1==«« "«""5:5 

demnach ist 

,_i+i±:::±i. (5) 

d. h. unter den eingangs gemachten Voraussetzungen ist das arithmetische 
Mittel aus den Beobacktungsergdmissen die mit dem kleinsten Fehler- 
risiko hehaftete Bestimmung der Unbekannten. 

Das Gesetz, welchem die Fehler dieser Bestimmung folgen, lautet 
den vorstehenden Entwicklungen zufolge 



ihr Präzisionsmaß ist 




ihr mittlerer Fehler 


1 1 



wenn (i den mittleren Fehler einer Beobachtung bedeutet 
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Die Genauigkeit des arifhmetischen Mittds aus n gleich ffepumm 
Beobachtungen ist demnach Yn-mal größer als die GrenauigkeU der Be- 
oba^lUungen selbst 

147. Fortsetmng. Das arühnietisclie MiUd als wahrschein- 
lichster Wert der Unbekannten, Zur Bestimmung einer unbekannten 
Größe X liegen n gleich genaue Beobachtungen ^i; 2,, • • • I^ vor, deren 
wahre Fehler 

., l, + X 

«5 = — «2 + A rjx 



das Gesetz 

^^^''•* (2) 

befolgen mögen. Dann ist die Wahrscheinlichkeit a priori, daß n erst 
anzustellende Beobachtungen mit den Fehlem e^y s^, - * - e^ behaftet 
sein werden, proportional dem Ausdruck 

liegen aber die Beobachtungen bereits vor, so hat die Annahme, x 
sei der wahre Wert der beobachteten Größe, eine dem Ausdruck 

proportionale Wahrscheinlichkeit; diese wird am größten, wenn 

(— 'i + ^y + {-h + ^y + " ' + {-h + ^y ^^^ Minimum (3) 
wird. Daraus ergibt sich für x die Bestimmung: 

^=.L+At-ü,. (4) 

Das arithmetische Mittel ist also, die Geltung von (2) Yonuuh 
gesetzt, derjenige Wert der Unbekannten, welcher der wahrschein- 
lichsten Hypothese entspricht, ihr tcahrscJieinlichster Wert, 

In der Bedingung (3) spricht sich jenes Prinzip in seiner ein- 
fachsten Form aus, das die Grundlage des Ausgleichungsverfahrens 
„nach der Metliode der klehisten Quadrat^' bildet. Dieses Prinzip lautet 
dahin, daß der vorteilhafteste Wert der unbekannten derjenige sei, für 
welchen die Summe der Quadrate der den Beobaclitungen ssugeschrUbenen 
(sdieinbaren) Felder ein Minimum ist}) 

1) Zur Greschichii' der Erfindung und Begründung der Methode der kleinsten 
Quadrate genüge die folgende kurze Notiz. Die erste Veröffentlichung und auch 
der Name stammen von A. M. Legendre und sind in dem vom 6. M&rz 1805 
datierten, 1806 gedruckten, 9 Seiten umfassenden „Appendice^* zu der Schrift: 
„Nouvelles mäthodes pour la determination des orbites des com^tes'* enthalten. 
Der Zeitfolge der Publikation nach kommt der Amerikaner R. Adrain mit seiner 



n. Abschnitt. Kombination von Beobachtungen. 279 

148. Bestimmung der Oenanigkeit der Beobaohtimgen 
und ihres arithmetisohen Mittels. Zur Erledigung dieser Auf- 
gabe legen wir uns folgende Frage vor: Wenn die wahren Fehler der 
Beobachtungen ^i, ij,, ■••?«, d. i. 

«n = - ^« + X, 

das Gesetz 

.^e-**'* (2) 

befolgen; welchem Gesetze sind dann ihre Abweichungen vom arith- 
metischen Mittel; die scheinbaren Fehler 

Ai =• — ^1 + a 

K — h + ^7 
unterworfen ? 

Zunächst ergibt sich aus der Summierung von (3) mit Rücksicht 
auf den Wert von x, daß 

Ai + A, + . . . + A, - (4) 

ist. 

Weiter gibt die Subtraktion homologer Gleichungen aus den 
Systemen (1) und (3): 

s^ — X^ ^ X — x 

f 2 — Aj = A — Ä? /g^ 



1808 im I. Bande der von ihm selbst herausgegebenen Zeitschrift ^fThe analjste^^ 
niedergelegten Abhandlung „Research conceming the probabüities of the 
errors etc.^\ der wohl unzweifelhaft unabhängig von andern zu der Methode 
gelangt war. Das Prioritätsrecht der Erfindung gebührt aber G. F. Gau 6, der 
nach mehrfachen eigenen Angaben (s. den 1900 erschienenen Band YIII seiner 
Werke, p. 136—141) sich seit 1794 im Besitze der Methode befand; er gab ihr 
auch die erste wissenschaftliche Begründung in der „Theoria motus corporum 
coelestiimi", Hamburg 1809. Auf ihn folgte P. S. de Laplace mit seinen tief- 
gehenden Untersuchungen über den Gegenstand im IV. Kapitel seiner 1812 zum 
ersten Male erschienenen „Theorie analjtique des probabilitäs^S Einen gewissen 
Abschluß in der theoretischen Entwicklung bedeutet die große 1821 — 1826 in 
den Schriften der Göttinger gel. Gesellschaft von C. F. Gauß veröffentlichte Ab- 
handlung: „Theoria combinationis observationum erroribus minimis obnoxiae^V — 
Näheres zur geschichtlichen Seite s. in des Yerf.s „Theorie der Beobachtungs- 
fehler**. 
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die Summe dieser Gleichungen ist yermöge (4) 

£x + «2 + - • + ^-n(X-^). (6) 

Mit Hilfe von (5) und (6) lassen sich die scheinbaren Fehler 
durch die wahren ausdrücken wie folgt: 

. n— 1 11 1 

1 , n — 1 1 1 

Es stellt sich also jeder scheinbare Fehler als lineare Funktion 
der wahren Fehler dar, befolgt daher auch ein Gesetz von der Form 
(2), jedoch mit einem andern Präzisionsmaß, das fflr alle A dasselbe 
and nach Gleichung (7), Nr. 138 gleich ist 

/,' — ^_ =-l/^ft- 

ijT 1 /n— 1\* r n — 1 

Die Abweichungen vom arithmetischen Mittel befolgen also das 
Gesetz 

das sich von (2) durch ein im Verhältnis "j/n : |/n— 1 größeres Pra- 
zisionsmaß unterscheidet. 

Der Durchschnittswert von \k\ ist also nach Nr. 141 



f n — 1 

findet sich aber aus der vorhandenen Reihe von Einzel werten >li, A,, • • • A^ 
annähernd gleich 

LJL^ll. 

n ' 
setzt man beide Ausdrücke einander gleich und beachtet, daß rrp 

der DurchsdiniUsfelder d' einer Beobaditung ist, so ergibt sich vOor 
diesen die Formel: 

Vn(n-1) W 

Mit Hilfe von (7) erhält man femer für den mittleren Wert 
von A* nach Nr. 142 den Ausdruck 

1 

2 -Ä* 

n— 1 
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aus den zu Gebote stehenden Einzelwerten ^, ^fy - - ' ^n ^^g}^^ ^^ sich 
annähernd zu 

n ' 

setzt man beide Ausdrücke einander gleich und berücksichtigt, daß 

1 
ry| der mitüere Fehler (i einer Beobaddung ist, so erhält man für 

diesen die praktisch verwendbare Formel 



Der woJirscheifdidie Fdder r einer Beöbadhtung läßt sich nun aus 
/i oder d" durch einfache Multiplikation mit einem Zahlenkoeffizienten 
(s. Nr. 144) ableiten. 

Nach dem am Schlüsse von Nr. 146 gefundenen Resultate steht 
der mittlere Fehler ft^ des arithmetischen Mittds zu dem mittleren 

Fehler ft einer Beobachtung in der Beziehung, daß (i^ = -^•, nach 

yn 

Formel (9) ist also 

'•--VS--T,- ("» 

148. Direkte Beobaohtnngen nngleicher Oenanlgkeit. 
Begriff des Oewiohtes. Eine unbekannte &röße X sei n-mal, 
jedoch nicht unter gleichen Umständen beobachtet worden, so daß 
den Beobachtungsergebnissen luh,- - -InJ deren Fehler einzeln dem 
Exponentialgesetz unterworfen sein mögen^ verschiedene Genauigkeit 
zukommt; die Präzisionsmaße h^yh^j'-'h^ werden als bekannt 
vorausgesetzt. 

Die Durchführung des in Nr. 146 befolgten Gedankenganges führt 
zu dem Ergebnis, daß 

den vorteilhaftesten Wert der Unbekannten darstellt, wenn die Koeffi- 
zienten den Bedingungen: 

«1 + «2 H H «,=» 1, f^ + ^-^ 1" ä"« ®^ Minimum 

gemäß bestimmt werden; diese Bedingungen ergeben aber: 

h^__ V 

"i " a;+ V+ •• + hv ««== V 4- Ä^ + . . . + Ä j^ • • • 



Demnach ist 



V + V+-+V ^^ 
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der Torteilhafteste, d. i. der mit dem kleinsten FeUerrisiko Yerbondene 
Wert der Unbekannten. Es ist dies unter den gemachten Yorans- 
setzungen auch der wahrscheinlichste Wert, weil er den Ausdruck 

zu einem Maximum macht; denn für den Wert (1) von x wird 

KK-h-\-x^ + \\~k + x)*+... + K\-l,-\.xY (2) 

ein Minimum. 

Man kann die einzehien Beobachtungen statt durch das Pra- 
zisionsmaß durch den mittleren Fehler charakterisieren; ist f4 dar 
mittlere Fehler von Z^, so ist 

zu setzen usw.; dann geht (1) über in 

li-j^h^j L JL 



Multipliziert man Zähler und Nenner mit der beliebig gewählten 
positiven Zahl ft^ und setzt 

^« 

j^^Pi u=i,t,. -), (3) 

80 wird auch 

P^+P. + '-+Pn {P\' ^^ 

Die positiven Zahlen Pu p^- ' PnJ welche dem Gange der Rech- 
nung nach proportional sind dm Quadraten der Genauigkeit der Be- 
obachtungen, bezeichnet man als deren Geiiic/äe. Man kann durch 
entsprechende Wahl von ft* bewirken, daß die Gewichte ganze Zahlen 
werden oder wenigstens bis auf zu vernachlässigende Bruchteile durch 
ganze Zahlen ersetzt werden können. 

Für [li^ ^i wird l>^ = 1 ; es hat also die eingeführte Zahl fi die 
Bedeutung des mittleren Fehlers einer fingierten Beobachtung, der 
das Gewicht 1 zukommt; man nennt aus diesem Grunde (i den mitt- 
leren Fehler der Getvichtseinheit. 

Hätte man Pi+p^-\ +i>„ Beobachtungen von der Art der 

fingierten, also vom Gewichte 1, angestellt und hätten p^ davon das 
Resultat Z^, p, das Resultat l^y' • ' Pn das Resultat l^ ergeben, so er- 
gäbe sich aus diesen gleich genauen Beobachtungen auch der Mittel- 
wert (4). Es wiegt demnadi eine Beobadttung, deren Gewicht p ist^ 
p Beobachtungen vom Gewichte 1 auf, zunächst in bezug auf die 
Bildung des Mittelwertes. 
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Das Gewicht tritt zu den bisher betrachteten PräzisionsmaBen als 
neues hinzu. 

Sowie die Form (1) des Resultates aus der Bedingung (2), so 
kann die Form (4) aus der Bedingung: 

Pii- h + ^)* + Pi(- h + ^y + '" + Pn{'-K+^y ein Minimum, (2*) 
abgeleitet werden. 

Im Falle ungleich genauer Beobachtungen erweitert sich also das 
am Schlüsse von Nr. 147 erkannte Prinzip dahin, daß die Summe der 
mit den Gewichten multiplizierten QtMdrcde der (scJieinbaren) Fehler 
zu einem Minimum zu macJten sei, um den vorteilhaftesten Wert der 
Unbekannten zu erhalten. 

Die Formel (4) kommt auch zur Anwendung, wenn die li,l2r"h 
nicht immittelbare Beobachtungsresultate, sondern arithmetische Mittel 
aus Beobachtungsreihen darstellen; ft^, ft,, ••• ft^ bedeuten dann die 
mittleren Fehler dieser arithmetischen Mittel Sind letztere aus gleich 
genauen Beobachtungen vom mittleren Fehler ft, in den Anzahlen 
Viy v^y'-'^n' entstanden, so ist 

wählt man also die einzelne Beobachtung als Gewichtseinheit, so wird 
das Gewicht der „Beobachtung" \: 

Für die wahren und scheinbaren Fehler der Beobachtungen be- 
stehen die Gleichungen: 

£,--Z, + X (5) X^^-l, + x (6) 



Aus dem zweiten System folgt mit Rücksicht auf (4): 

Pl^l+P,^ + • • • +PnK- l>^] = 0. (7) 

Durch Verbindung beider Systeme ergibt sich wegen (7): 
woraus 

demnach befolgt der Fehler in der Bestimmung x das Gesetz: 
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wobei 

Px^ Pl_ V 

1 P- 

nun ist aber Ä<* — ^-^ — g^,, folglich 

daraus aber ergibt sich der mittlere Fehler des Mitids x: 

Mit der Formel (6) in Nr. 146 verglichen s^igt dies, daß das gegen- 
wärtige Mittel äquivalent ist einem gewöhnlichen arithmetischen Mittel 
aus [p] Beobachtungen vom Gewichte 1. 

Setzt man in (8) für die einzelnen p ihre Ausdrücke aus (3), so 
kommt man zu einer Formel, welche den mittleren Fehler von x durch 
die mittleren Fehler der zu seiner Berechnung verwendeten l ausdrückt^ 
nämlich: 

Noch handelt es sich darum, mit Hilfe der bekannten Gewichte 
und der scheinbaren Fehler die Genauigkeitsbestimmung durchzuführen, 
nämlich den mittleren Fehler der Gewichtseinheit und des Mittels x 
zu berechnen. 

Zwischen dem mittleren Fehler (i^ einer Beobachtung vom Ge- 
wichte Pf und dem mittleren Fehler (i einer Beobachtung vom Ge- 
wichte 1 besteht nach (3) die Beziehung: 

Überträgt man diese Beziehung auf die einzelnen Abweichungen vom 
Mittel, so wird der Abweichung A^ einer Beobachtung vom Gewichte p^ 
bei einer Beobachtung vom Gewichte 1 die Abweichung 

a; » lyp, 

entsprechen. Aus den transformierten Abweichungen A/, A2V * * A« aber 
bestimmt sich der mittlere Fehler der Gewicidseinlieit gemäß der Formel (9) 
der vorigen Nummer 



Y n — v 
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fuhrt man die scheinbaren Fehler X [nach (6)] selbst ein^ so wird 
also endgültig 



=ym. (10) 



Mittels derselben Schlüsse erhält man für den durchschnitüichen Fehler 
der Getvidiiseinheit die Formel: 

*-t;.^üi. (11) 

yn(n-i) ^ ^ 

Mit Benützung von (8) ergibt sich nun für den miMerm Felder 
des Mittels der Ausdruck: 



Die Formeln (9) und (12) werden im allgemeinen nicht überein- 
stimmende Werte liefern, weil die erste mit den mittleren Fehlem, die 
zweite mit den wirklichen Abweichungen der Beobachtungen rechnet. 

160. Znsammenatelliing der Besnltate. a) Beobachtungen 
gleicher Genauigkeit. 

Man rechnet aus l^, ij, • • • l^: 

daraus die 

A,=- — 1^+ X (lal,!,-.*), 

deren richtige Berechnung mittels der Gleichung [1] =- kontrolliert 
werden kann; weiter 

und hieraus 

das Resultat der Ausgleichung stellt man kurz durch 

dar. 

Die Summe [AI] rechnet man aus den einzelnen A mit Hilfe von 
Quadrattafeln. Man kann sie zur Kontrolle auch aus den l rechnen 
auf Grund der Gleichung: 

die sich leicht aus den ersten beiden Ansätzen ableiten läSt. 
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b) Beobachtungen ungleicher Oenauigkeit. Sind außer lx,l2f"'K 
deren Gewichte Pi, i>2, • • • p^ g^g^^^^y so rechne man 

daraus die 

welche bei richtiger Ausführung der Rechnung die Kontrolle [p^l] =- 
bestehen müssen; dann 

und 

das Resultat ist wieder in der Form 

zu geben. 

Waren die mittleren Fehler der l gegeben, so hat die Gewichts- 
berechnung voranzugehen; man wählt für die Pi in passender Weise 

Zahlen, die den —^ proportional sind. 

Die Summe [jpAA] kann außer aus den A auch aus den l nach 
der Formel 

[i>AA] = [i,ir|-tÄ' 

berechnet werden, die sich aus den zwei ersten Ansätzen ergibt. 

Die Zusammenstellung nimmt lediglich auf die Genauigkeits- 
bestimmung durch den mittleren Fehler Rücksicht. Für weiter- 
gehende Untersuchungen sind die nötigen Formeln den vorangehenden 
Nummern zu entnehmen. 

161. Beispiel LV. Experimentelle Bestimmung der konstanten 
Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses. 

Wir stellen dieses Beispiel aus mehrfachen Gründen an die Spitze 
Einmal handelt es sich um Beobachtungen, deren Fehler im strengen 
Sinne den Charakter des Zufälligen besitzen. Ferner ist die unbe- 
kannte Größe nicht eine physische, sondern eine Zahlengröße und als 
solche streng definiert. Schließlich sind Untersuchungen von der hier 
durchgeführten Art grundlegend für die Behandlung von Fragen der 
theoretischen Statistik. 

a) Aus einer Urne mit sechs mit den Nummern 1 bis 6 bezeich- 
neten Kügelchen sind Ziehungen je eines Kügelchens mit Zurück- 
legung des je weilen gezogenen ausgeführt worden, und zwar in 
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n -= 37 Reihen zn je 5 = 100 Ziehungen; die gezogenen Nummern 
wurden notiert.^) 

Das Ereignis E sei das Erscheinen einer ungeraden Nummer. 
Stellt man sich auf den Standpunkt^ die Zusammensetzung des Urnen- 

inhaltes sei unbekannt^ so liefert jede Reihe in dem Quotienten - -^^ 

dessen Zähler die Anzahl der erschienenen ungeraden Nummern be- 
deutet, eine Beobachtung l der unbekannten Wahrscheinlichkeit X für 
«das Erscheinen einer solchen Nummer, und die 37 so erhaltenen Be- 
obachtungen sind als gleich genau zu betrachten, weil sie aus Ziehungs- 
reihen gleichen ümfangs herrorgegangen sind (s. Nr. 85). 

Da im vorliegenden Falle der wahre Wert X bekannt, nämlich 

- ist, so ist es möglich, auch die wahren Fehler zu bestimmen und 

die theoretischen Resultate an dem Beobachtungsmaterial in mannig- 
facher Richtung zu prüfen. 

Das Beobachtungsmaterial sowie die zu dieser Prüfung erforder- 
lichen Zahlenreihen sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt. 

Nach Addition der ersten Kolonne berechnet man das arith- 
metische Mittel 

^-^f = 0,501, 

mit Hilfe desselben die A; davon fallen 21 positiv, 16 negativ aus 
(gegenüber der wahrscheinlichsten Verteilung 19, 18 oder 18, 19); 
ihre Summe ist — 0,003 statt 0, was von der Abkürzung des Wertes 
von X herrührt. 

Mit dem wahren Werte ^ = ö^ sind die wahren Fehler e ge- 
rechnet worden. 

Für den mittleren Fehler einer Beobachtung ergeben sich dia 
beiden Bestimmungen: 



/i = 


1/0,067767 
" K 86 


- 0,0434, 


fi = 


-i/0,0678 

" K Ö7 "* 


0,0428, 


aus diesen das Präzisionsmaß: 




h s 


1 


. lß^9 


n = 


0,04841/2" 


■ ±\Jy*JA y 


Ji - 


1 


- 1 ß f>.^ 


n — 


0,0428}/2 


- X KfytJtJ . 



1) Die Versuche sind von meinen Hörern im Wintersemester 1900 ausge- 
führt worden. 
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Nr. 


j 

1- 




^hre Fehler 


XX 


SS 


geordnet 
. absoluten 
Betrage 


geordnet 
. absoluten 
Betrage 




PQ 


1 


^ 








a 


1 


0,66 


— 0,059 


— 0,06 


0,008481 


0,0086 


0,001 


0,00 


2 


0,47 1 H 


h 0,081 


+ 0,08 


0,000961 


0,0009 


> 0,001 


0,00 


3 


0,49 


-a,oii 


+ 0,01 


0,000121 


0,0001 


0,001 


0,00 


4 


0,46 1 - 


- 0,041 


+ 0,04 


0,001681 


0,0016 


0,001 


0,00 • 


5 


0,62 ; — 0,019 


— 0,02 


0,000361 


0,0004 


0,009 


0,01 


6 


0,68 — 0,029 


— 0,03 


0,000841 


0,0009 


0,009 


0,01 


7 


0,68 — 0,079 


-0,08 


0,006241 


0,0064 


0,011 


0,01 


8 


0,46 


+ 0,041 


+ 0,04 


0,001681 


0,0016 


0,011 


0,01 


9 


0,60 


+ 0,001 


0,00 


0,000001 


0,0000 


0,011 


0,01 


10 


0,42 


+ 0,081 


+ 0,08 


0,006561 


0,0064 


0,011 


0,01 


11 


0,64 


— 0,089 


— 0,04 


0,001521 


0,0016 


0,019 


0,02 


12 


0,52 — 0,019 


— 0,02 


0,000861 


0,0004 


0,019 


0,02 


18 


0,66 


— 0,059 


— 0,06 


0,003481 


0,0036 


0,019 


0,02 


14 


0,50 


+ 0,001 


0,00 


0,000001 


0,0000 


0,019 


0,02 


16 


0,44 


+ 0,061 


+ 0,06 


0,008721 


0,0086 


0,021 


0,02 


16 


0,49 + 0,011 


+ 0,01 


0,000121 


0,0001 


0,029 


0,03 


17 


0,56 — 0,059 


— 0,06 


0,003481 


0,0086 


0,031 


0,03 


18 


0,60 + 0,001 


0,00 


0,000001 


0,0000 


0,081 


0,03 


19 


0,66 — 0,069 


— 0,06 


0,003481 


0,0086 


0,081 


0,03 


20 


0,47 + 0,031 


+ 0,03 


0,000961 


0,0009 


0,081 


0,03 


21 


0,47 1 4- 0,081 


+ 0,08 


0,000961 


0,0009 


0,089 


0,04 


22 


0,61 1 — 0,009 


-0,01 


0,000081 


0,0001 


0,039 


0,04 


23 


0,62 — 0,019 


— 0,02 


0,000361 


0,0004 


0,041 


0,04 


24 


0,48 + 0,021 


+ 0,02 


0,000441 


0,0004 


0,041 


0,04 


26 


0,66 — 0,069 


— 0,06 


0,003481 


0,0036 


0,051 


0,06 


26 


0,48 + 0,071 


+ 0,07 


0,005041 


0,0049 


0,051 


0,06 


27 


0,58 - 0,079 


— 0,08 


0,006241 


0,0064 


0,069 


0,06 


28 


0,52 — 0,019 


-0,02 


0,000361 


0,0004 


0,069 


0,06 


29 


0,49 + 0,011 


+ 0,01 


0,000121 


0,0001 


0,059 


0,06 


80 


0,49 -f 0,011 


+ 0,01 


0,000121 


0,0001 


0,059 


0,06 


81 


0,44 + 0,061 


+ 0,06 


0,008721 


0,0086 


0,059 


0,06 


32 


0,60 i + 0,001 


0,00 


0,000001 


0,0000 


0,061 


0,06 


83 


0,54 — 0,089 


-0,04 


0,001521 


0,0016 


0,061 


0,06 


34 


0,51 — 0,009 


— 0,01 


0,000081 


0,0001 


0,071 


0,07 


36 


0,46 -1 


h 0,051 


+ 0,05 


0,002601 


0,0025 


0,079 


0,08 


36 


0,47 


- 0,081 


+ 0,03 


0,000961 


0,0009 


0,079 


0,08 


37 


0,45 


- 0,051 


+ 0,05 


0,002601 


0,0025 


0,081 


0,08 




18,54 H 


h 0,651 


+ 0,68 


0,067757 


0,0678 


1,305 


1,80 




[q 


— 0,654 


— 0,67 


[XX] 


[BS] 


[|i|] 


[|*l] 




— 0,003 


— 0,04 










W 


[^] 











Ebenso erhält man für den durchschnittlichen Fehler zwei Be- 
stimmungen: 

^.Vjo?^,» 0,0358, 

^37 -36 

» - iff = 0,0351 
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und aus diesen fQr das PrazisionsmaS die Werte: 
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h 



0,0868y7r 



h^ 



= 15,75, 
- 16,05. 



0,0351^« 

Diesen aus den Abweichungen berechneten Werten des Präzisions^ 
ma&es steht derjenige Wert gegenüber, der sich aus der Theorie 
selbst ergibt (s. Nr. 85), nämlich 



»-l/7f;r-'i" 



2 2 

Aus dem ersten Werte von fi berechnet sich der wahrscheinliche 
Fehler einer Beobachtung: 

r - 0,4769 • 0,0434 VT= 0,0292, 

durch Abzahlung an den in steigender Größe geordneten X (wie e) 
findet man 

r = 0,031, beziehungsweise — 0,03. 

Der mittlere Fehler des arithmetischen Mittels, aus dem ersten (i 
gerechnet, ist 

0,0434 



t^z- 



/87 



0,0072; 



der wahre Wert 0,5 liegt innerhalb der hierdurch bestimmten Grenzen: 

0,501^0,007. 

Die Verteilung der X nach ihrer absoluten Größe, verglichen mit 
derjenigen, welche sich aus dem Fehlergesetz 



ei^ibt, zeigt sich wie folgt: 



v^ 



I X \ zwischen 



0,000 und 0,020 
„ n 0,040 
„ „ 0,060 
„ „ 0,080 
M ,, 0,100 



Anzahl 



beobachtet • berechnet 



14 
22 
31 
36 
37 



I 



13,2 
23,8 
30,8 
34,8 
36.2 



Man kann also sagen, daß die Beobachtnngsreihe, obwohl nur 
Ton mäßigem Umfange, die theoretischen Resultate in befriedigender 
Weise wiedergibt. 

b) Das Ereignis E sei das Erscheinen der Nummer 1. Aus 
theoretischen GrQnden ist hier eine genauere Beobachtungsreihe zu 

Csuber, Waluncheinlichkeitsreohnung. I. 2. AufL 19 
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erwarten; denn der wahre Wert X der Wahrscheinlichkeit von E^ 
y, gibt mit der entgegengesetzten Wahrscheinlichkeit -^ ein kleineres 

Produkt als im Falle a), wo beide Wahrgcheijilichkeiten ^ waren, und 

daraus entspringt eine größere Präzision. Hauptsächlich um zu zeigen, 
da£ die Erfahrung diese theoretische Erwartung bestätigt, ist die be- 
treffende Beobachtungsreihe hier mitgeteilt; die Rechnung ist jedoch 
nur mit den A geführt. 





Beob- 


Schein- 




Z, geordnet 


Nr. 


scbtuDg 


barer Fehler 


u 


n-d-ftbaolaten 




l 


l 




Betrags 


1 


0,17 


— 0,0049 


0,000024 


0,0049 


s 


0,20 


^ 0,0349 


0,001218 


0,0049 


s 


0,10 


+ 0,0851 


0,004238 


0,0049 


l 


0,17 


- 0,0049 


0,000024 


0,0049 


5 


0,1S 


+ 0,0451 


0,002084 


0,0049 


% 


0,1 a 


+ 0,0151 


0,000228 


0,0049 


7 


0,1U 


^ 0,0249 


Ü,0006täÜ 


0,0051 


i 


0,23 


— 0,0549 


0,003014 


0,0061 


9 


0^7 


— 0,0049 


0,000024 


0,0051 


10 


0,19 


_ 0,0349 


0,000620 


0,0149 


11 


0,14 


+ 0,0251 


0,000030 


0,0149 


12 


0,22 


^ 0,0649 


0,003014 


0,0149 


13 


0,1S 


— 0,0149 


0,000222 


0,0149 


14 


0,17 


— 0,0049 


0,000024 


0,0151 


16 


0,18 


+ 0,0351 


0,001282 


0,0151 


16 


0,12 


*f 0,Ü451 


0,002084 


0,0151 


17 


0,18 


— 0,0149 


0,000222 


0,0151 


IH 


0,15 


+ 0,0161 


0,000228 


0,0151 


n 


0,17 


— 0,0049 


0,000024 


0,0161 


«0 


0,16 


+ 0,0051 


0,000026 


0,0249 


31 


0,15 


+ 0,0151 


0,000228 


0,0249 


vs 


0,15 


+ 0,0151 


0,000228 


0,0249 


SS 


0,18 


— 0,0149 


0,000222 


0,0251 


24 


o,ie 


+ 0,0051 


0,000020 


0,0261 


%h 


0,14 


+ 0,0251 


0,000630 


0,0251 


SS 


0,18 


^ 0,0149 


0,000222 


0,0251 


Ä7 


0,17 


-^ 0,0049 


0,000024 


0,0251 


28 


0,14 


+ 0,0251 


0,000630 


0,0349 


29 


0,18 


+ 0,0861 


0,001232 


0,0861 


80 


0,15 


+ 0,0151 


0,000228 


0,0351 


Sl 


0,22 


- 0,0549 


0,008014 


0,0451 


82 


0,19 


- 0,0249 


0.000620 


0,0451 


SS 


0,16 


+ 0,0051 


0,000026 


0,0549 


84 


0,28 


— 0,0949 


0,009006 


0,0549 


85 


0,14 


+ 0,0251 


0,000630 


0,0549 


36 


0,15 


+ 0,0151 


0,000228 


0,0651 


37 


0,14 


+ 0,0251 


0,000630 


0,094 i) 




f 641 


+ 0,4669 


0,037524 


0,9151 


'1 


[»] 


" 0,46»2 


hH] 


[.1 J 




— 0,0013 








w 
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Daraus berechnet sich das arithmetische Mittel: 

:c - ^ - 0,1651 

gegenüber dem wahren Werte 0,1666 •••; der mittlere Fehler einer 
Beobachtung: 



^ - ]/?^«5?!f = 0,0323 



das Präzisionsmaß: 



- 21,46, 



0,0828j/2" 

für das sich nach der theoretischen Formel (Nr. 85) der Wert 

l/ — -— — 18,97 ergibt; der durchschnittliche Fehler einer Be- 

^ * "6" * 6" 
obachtung: 



das Verhältnis: 



» = 'ßL = 0,02bl; 
-J- 1,287, 



dessen theoretischer Wert (Nr. 144) l/y =- 1,236 ist; der mittlere 
Fehler des arithmetischen Mittels: 

^^ « ^-» « 0,0053, 

so daß der wahre Wert innerhalb der durch x und ft^ bestimmten 
Grenzen 

0,1651 T 0,0053 

enthalten ist. Die beobachtete und die theoretische Verteilung der k 
gestaltet sich wie folgt: 





Anzahl 




1 1 1 zwischfin 










beobachtet 


berechnet 


0,00 und 0,01 


9 




8,7 


M n 0,02 


19 




16,9 


„ „ 0,08 


27 




28,6 


., M 0,04 


80 




28,6 


>, „ 0,06 


82 




82,2 


„ „ 0,08 


86 




86,4 



19* 
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Theoretisch war die Genauigkeit dieser zweiten Beobachtungsreihe 



Vi 

f 36 



36 

mal gröSer zu erwarten als die der ersten; nach den X beurteilt, stellt 
sie sich 

21,46 : 16,32 == 1,315 
mal größer dar. 

162. Beispiel LVI. Im Laufe der Jahre 1892—1894 wieder- 
holte Bestimmungen der Polhöhe von Kapstadt haben die aus der 
nachfolgenden Tabelle ersichtlichen 15 Werte ergeben, welche als gleich 
genaue Beobachtungen zu behandeln und auszugleichen sind.^) 



Nr. ; 


/ 


X 


IX 


1 


— 3;J<»56'3'\48 


— 0,22 


0,0484 


2 


3 ,50 


— 0,24 


0,0576 


3 ' 


3 .50 


-0,24 


0,0576 


4 


3 ,32 


— 0,06 


0,0086 


5 


3 ,09 


+ 0,17 


0,0289 


6 


2 ,98 


+ 0,28 


0,0784 


7 


3 ,07 


+ 0,19 


0,0861 


8 


3 ,28 


— 0,02 


0,0004 


9 


3 ,27 


— 0,01 


0,0001 


10 


3 ,20 


+ 0,06 


0,0036 


11 


3 ,30 


— 0,04 


0,0016 


12 


3 ,25 


+ 0,01 


0,0001 


13 


8 ,11 


! + 0,16 


0,0226 


14 


3 ,30 


-0,04 


0,0016 


16 


1 8 ,27 


— 0,01 


0,0001 




48" ,92 


+ 0,86 
— 0,88 


0,3406 




— 0,02 




Man rechnet: 










48",92 


^ 3",26 






16 








-i/0,84Ö6 ^,, .^ 
/* = |/ f4 == ,16 






0'M6 


= 0",04 





1) Bericht über den Stand der Erforschung der Breitenvariation im De- 
zember 1897, von Th. Albrecht, Berlin 1898, p. 20. — Die l sind hier nicht 
einfache Beobachtungen, sondern Mittelwerte von Beobachtungsreihen und als 
solche nicht von völlig gleicher Genauigkeit. Sie sind dem Zwecke entsprechend, 
dem sie zu dienen hatten, nach der Zeitfolge geordnet. 
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und kann als Ergebnis der Ausgleichung hinstellen: 
-33<>56'3",26q=0",04. 

153. Beispiel LVH. Zur Bestimmung der Polhöhe der großen 
Kuppel des Astrophysikalischen Observatoriums bei Potsdam wurden in 
den Jahren 1892 — 1893 wiederholte Beobachtungen nach derHorrebow- 
Methode an Stempaaren vorgenommen. Dieselben sind gruppenweise 
zu Mittelwerten vereinigt, worden. Die Mittelwerte der so gebildeten 
11 Gruppen nebst den Anzahlen der dabei verwendeten Stempaare 
sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt. Aus denselben ist 
das Schlußresultat zu ziehen und seine Genauigkeit zu bestimmen.^) 

Die Anzahlen der Stempaare werden als Gewichte zu verwenden 
sein (s. Nr. 149). 



Nr. 


l 


Paare 
P 


pi 


X 


XX 


pXX 


1 


620 22' 63",98 


99 


97,02 


— 0,02 


0,0004 


0,0396 


2 


53 ,86 


118 


101,48 


+ 0,10 


0,0100 


1,1800 


8 


63 ,96 


114 


108,80 


+ 0,01 


0,0001 


0,0144 


4 


64 ,01 


142 


143,42 


— 0,06 


0,0025 


0,8550 


ö 


64 ,06 


168 


172,78 


-0,10 


0,0100 


1,6800 


6 


63 ,98 


192 


188,16 


-0,02 


0,0004 


0,0768 


7 


63 ,91 


158 


143,78 


+ 0,06 


0,0025 


0,8950 


8 


68 ,97 


102 


98,94 


— 0,01 


0,0001 


0,0102 


9 


53 ,98 


108 


96,79 


--0,03 


0,0009 


0,0927 


10 


63 ,90 


181 


117,90 


--0,06 


0,0086 


0,4716 


11 


53 ,91 


90 


81,90 


+ 0,06 


0,0026 


0,2260 






1412 


1349,47 






4,8878 






M 


[Pt] 






[pXX] 



Die Kolonne pl ist mit den Resten der { gerechnet, welche nach 
Abtrennung von 52® 22' 53" übrig bleiben. 

Man bestimmt nun: das arithmetische Mittel: 



1349,47 
1412 



0",96; 



den mittleren Fehler der Gewichtseinheit, d. i. der Polhöhenbestimmung 
aus einem Stempaare: 



den mittleren Fehler des Mittels: 

0,66 



-1 74^873 f.,, r.,. 

0",018. 



1) Die Polhöhe von Potsdam. 1. Heft. Yeröffentlichtmg dee Egl. Preufi. 
Geodät. Institutes, Berlin 1898, p. 122. 
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Das Ergebnis der Ausgleichung ist hiernach: 

52^22'53",96 T 0",018. 

164. Beispiel LVIU. Im Jahre 1880 ist in der Nähe Ton 
Berlin eine Grundlinie in zehn nahezu gleichen Teilstrecken Ton der 
durchschnittlichen Länge yon 234 m gemessen worden. Jede Teil- 
strecke wurde zweimal, hin und zurück, gemessen. In der nachstehen- 
den Tabelle sind die arithmetischen Mittel der beiden Messungsergeb- 
nisse und ihre Differenz angegeben. ^) Aus den Differenzen (s. Nr. 145) 
ist zunächst die Genauigkeit der Messung einer Teilstrecke abzuleiten. 



Ij Mittel aus 
Strecke J beiden Messuiigen 
in m 



Differenz A 
I in mm 



1 
2 
8 

4 
6 
6 
7 
8 
9 
10 



236,459 786 
236,606 768 
236,492 006 
236,471 427 
243,428 614 
282,648 466 
228,626 791 
228,616 588 
228,662 732 
228,710 188 



— 0,040 

— 0,026 
+ 0,240 

— 0,031 
+ 1,^73 
+ 0,102 

— 0,096 

— 0,120 

— 1,363 

— 0,195 



AA 



0,001 600 
0,000 676 
0,067 600 
0,000 961 
2,474 329 
0,010 404 
0,009 216 
0,014 400 
1,867 769 
0,038 026 



2386,412 310 



Nach Formel (2), Nr. 145, berechnet sich 



4,464 980 

[AA] 



l/4,464980 Am«>i-Q 

als mittlerer Fehler der einmaligen Messung einer Länge Ton 234 m, 
so daß der relative mittlere Fehler einer solchen Messung 

0,473 j 1 j T" 



234000 



ausmacht. Der mittlere Fehler des Mittels aus zwei Messungen einer 
solchen Strecke bestimmt sich hieraus zu 

^,«?^«0-,334, 

beti-ägt also ^^^^^ der Länge. 

1B5. Fnnktionen direkt beobachteter GröBen. Es sei 

F^F{X^j Xj, . . . X^) eine beliebige Funktion der unabhängigen 



1) Die Neomessang der Gnmdliniea bei Strehlen, Berlin und Bonn. Ver- 
öffentlichung des Kgl. Prenß. Geodät. Institutes, 1897, p. 84 ff. 
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Größen X^, X,, . . . X^; für diese seien durch direkte Beobachtung 
die vorteilhaftesten Werte x^, iTj, . . . a:^ mit ihren mittleren Fehlem 
ftj, fij, . . . ft^ gefunden worden. Man soll den vorteilhaftesten Wert f 
von F und seine Genauigkeit^ ausgedrückt durch den mittleren Fehler, 
bestimmen. 

Die erste dieser Aufgaben ist unmittelbar gelöst; denn die vor- 
teilhafteste Bestimmung von F ergibt sich aus den vorteilhaftesten 
Werten der Elemente; also ist 

/•=F(^,:r„...:rJ. (1) 

Für die Lösung der zweiten Aufgabe ist die Grundlage in Nr. 138 
gegeben. Sind die wahren Fehler £^yB^,,.,s^ der Bestimmungen 
x^j x^j , , , x^ sehr klein, so kann mit Außerachtlassung von Gliedern 
mit ihren Potenzen und Produkten gesetzt werden: 

F=F{x, + B„ X, + f„... a:„+ O -/■+ äij*» + al^*« + "• + Ü'n, 
woraus 

Befolgen nun die Fehler s^ (i = 1, 2, . . . w) das Gesetz 

yn 
80 befolgt der Fehler in der Bestimmung f von F das Gesetz 

wobei 

(KS" (ILV (KV 

Ä* " Äi» "^ Ä/ -^ • • • "t- Ä„» ' 
nun ist aber 

1 2 

das Quadrat des mittleren Fehlers von x^, 

das Quadrat des mittleren Fehlers in der Bestimmung f von JP; die 
obige Gleichung ergibt also: 



'•/-i/(ii'''.'Ow-+a£)v. ,» 

Damit ist die allgemeine Lösung der gestellten Aufgabe, das 
Gesetz gefunden, nach welchem sich die Unsicherheit in der Be- 
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Stimmung der Rechenelemente ^^ ^«^ . . . ^,» auf das aus ihnen ab- 
geleitete Resultat f überträgt. 

Liegt far jede der Größen X^, Xg, . . . X„ nur eine Beobachtung 
h) hf ' ' 'K ^^^f so ist iPi "- ^1, ^2 == ij, . . . a?, =• i» zu setzen, und es 
bedeutet dann fi^ den mittleren Fehler der Beobachtung l^., 

Ist insbesondere 

F=X,+ X, + ... + X,, (3) 

80 ist 

und /A/, weil die sämtlichen Ableitungen von f den Wert 1 haben, 
nimmt den Ausdruck an: 

;*/- VfhM- fi,* + ---+.u/ , (3*) 

eine Formel^ die auch dann zur Anwendung kommt^ wenn mehrere 
imabhängige Fehlerquellen, die einzeln durch die mittleren Fehler 
fi^, fi,, . . .ft^ charakterisiert sind, sich zu einem Gesamtfehler ver- 
einigen. 

Sind alle Elemente mit gleicher Genauigkeit bestimmt, so daß 
fij = /t, — •••«= f*^«= /A ist, so gilt für den letzten Fall die Formel: 

(if-liVTi. (3«) 

Es wächst also der mittlere Fehler der Summe gleich genau be- 
stimmter Summanden wie die Quadratwurzel aus deren Anzahl. 
Ist hingegen 

F^nX, (4) 

n eine Eonstante und x die Bestimmung von X, fi ihr mittlerer 
Fehler, so hat man 

/*= nx 
und 

fi/=n.a. (4*) 

Der mittlere Fehler eines Vielfachen wächst also wie dieses selbst. 
166. Beispiel LIX. a) In Nr. 142 b ist die Wahrscheinlichkeit 
X für das Erscheinen der Nummer 1 aus einer Urne experimentell 
bestimmt worden, und es ergab sich dafür der Wert 

X - 0,1651 
mit dem mittleren Fehler 

(i « 0,0053. 

Auf Grund dieses Resultates soll die Wahrscheinlichkeit F und 
ihr mittlerer Fehler bestimmt werden, daß in 6 Ziehungen die 
Nummer 1 mindestens ein- und höchstens dreimal erscheinen werde. 

Es ist 

F^ Qx\i - XY+ Qx\i ~ x)*+ Qx(i - x)^ 
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die Yorteilhafiiefite Beetimmung hierfür ist 

f ^ 20x^ {X-xy+ Ibx" (l-xY+Qx{l- xf 
^x{\lx^+'dx + 6)(1 - xf = 0,6530 
und ihr mittlerer Fehler, da 

^ = QOx\\ - x)\\ - 2x) + 30a; (1 - xy{\ - 3a) 

+ 6(1 ~a;y(l~ 6a;) -2,232 
ist, kommt gleich 

a^ ^ 11^ =, 2,232 . 0,0053 - 0,0119. 

Das Schlußresultat kann in der Form gegeben werden: Die ver- 
langte Wahrscheinlichkeit hat die mittleren Grenzen 

0,6530^0,0119. 

b) Die in Nr. 153 besprochene Berliner Grundlinie stellt sich als 
Summe von zehn Teilstrecken dar; ihre yorteilhafteste Bestimmung 
ist die Summe der für die Teilstrecken gefundenen Mittelwerte, also 

2236'«,412310; 

da jede Teilstrecke bei einmaliger Messung mit dem mittleren Fehler 
0*"'",473 behaftet ist, so ist der mittlere Fehler einer einmaligen 
Messung der ganzen Grundlinie nach (3**) der vorigen Nummer 

0«-473yiÖ- P-494, d.i. j^ji^ der Länge, 

und der mittlere Fehler des arithmetischen Mittels beider Messungen, 
d. i. des obigen Resultates: 

^* = 1""»,057, d4i. --^„ der Lange. 

c) Im Jahre 1892 wurde bei Bonn eine Grundlinie seitens dei 
Preußischen Landesau&ahme viermal, je zweimal in jeder Richtung, 
und seitens des Geodätischen Institutes zweimal, je einmal in jeder 
Richtung, im ganzen also sechsmal gemessen; die Messungen der ersten 
und zweiten Anstalt erfolgten mit verschiedenen Apparaten. Die 
Grundlinie wurde dabei nicht in einem Zuge, sondern in 15 durch 
eingeschaltete Zwischenpunkte hergestellten Abschnitten gemessen.^) 

In der nachstehenden Tabelle sind die Mittelwerte aus den für 
die einzelnen Strecken gefundenen Längen und ihre mittleren Fehler 
zusammengestellt; gleichzeitig sind die Quadrate dieser letzteren an- 
geführt. 

1) Die Xeumessung der Grundlinien bei Strehlen, Berlin und Bonn. Ver- 
öffentlichung des Kgl. Preuß. Geodät. Inst., 1897, p. 77—78. 
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Strecke 


Mittelwert der Länge 


f* 


t^t^ 




in m 


in mm 


1 


234,06008 


0,44 


0,1936 


2 


156,97226 


0,27 


0,0729 


S 


249,78797 


0,33 


0,1089 


4 


165,98690 


0,09 


0,0081 


6 


166,10429 


0,22 


0,0484 


6 


166,05706 


0,36 


0,1296 


7 


166,08647 


0,27 


0,0729 


8 


165,97206 


0,19 


0,0861 


9 


166,16567 


0,32 


0,1024 


10 


156,03199 


0,21 


0,0441 


11 


16643442 


0,23 


0,0529 


12 


166,12006 


0,26 


0,0626 


13 


166,96778 


0,17 


0,0289 


14 


166,06933 


0,28 


0,0784 


16 


166,45838 


0,35 


0,1225 




2612,97277 




1,1622 



Nach Formel (3*) der vorigen Nummer bestimmt sich der 
mittlere Fehler der Gesamtlänge zu 

1 



1/1,1622 = l'»"»,078, d.i. 



2330000 



der Länge. 



§ 2. Vermittelnde Beobachtungen. 

167. Stelliing der Angabe. VorteilhafteBte Kombination 
der Beobaohtnngen naoh dem Prinzip des kleinsten FeUer- 
risikos. Eine der unmittelbaren Beobachtung zugängliche Größe V 
stehe mit den Unbekannten X, Y, Z, . . ., den Elementen^) von F, 
deren Anzahl u sei, in der Beziehung: 

aX + bY+cZ+ r=.0. 

Zu jeder Beobachtung l^ von V gehöre ein System von Werten 

a^y b^y Cy, ... 

der Koeffizienten^ entweder a priori bekannt oder auch durch Beob- 
achtung festgestellt und in diesem Falle als frei von Fehlem an- 
gesehen. Ist £y der wahre Fehler von l^j so gibt diese Beobachtung 
Anlaß zu der Gleichung: 

«^»-/^+a,X + 6,r+c,Z+. .. (1) 

Werden n voneinander unabhängige Beobachtungen angestellt, so er- 
gibt sich ein System von n Gleichungen der Form (1). 

1) Helmert, Die Ausgleichungsrechnung etc., 2. Aufl., Leipzig 1907, p. 99, 
nennt die Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen auch Elementen - Aus- 
gleichung. 
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Wäre n = ti; and setzte man die unbekannten Fehler e^ sämtlich 
gleich Null, so er^be sich ein zur Bestimmung von Werten der Un- 
bekannten gerade ausreichendes System. Diese Werte wären aber 
nicht die wahren^ und es gäbe auch kein Mittel, ihre (Genauigkeit zu 
beurteilen. 

Ist jedoch n>Uy dann eröfi&iet sich die Möglichkeit einer mehr- 
fachen Bestimmung von Werten der Unbekannten; man braucht z. B. 
nur auf alle möglichen Arten u Gleichungen auszuwählen, ihre linken 
Seiten zu annullieren und nach den Unbekannten aufzulösen. In der 
Nichtübereinstimmung der yerschiedenen Lösungen äußert sich der 
Widerspruch, der von der Fehlerhaftigkeit der Beobachtungsresultate 
hf k) ' ' 'h herrührt. 

Es entsteht daher die Aufgabe,, das ganze überzählige System 
von Gleichungen derart zu kombinieren, daß sich eine einzige Lösung 
für die Unbekannten ergibt und gleichzeitig gewissen Anforderungen 
bezüglich der Beschaffenheit dieser Lösung genügt wird. 

Bezeichnet man das yorteilhafkeste Wertsystem der Unbekannten 
mit Xf V}^, ' • *9 so fQhrt dasselbe zu analogen Gleichungen, wie das 
System der wahren Werte, nämlich: 

K — K + ö»^ + ^y + c,£r + . . . (2) 

mit dem Unterschiede, daß die linken Seiten nicht die wahren, son- 
dern scheinbare Fehler der Beobachtungen vorstellen. Das System (2) 
muß widerspruchsfrei in dem Sinne sein, daß aus irgend u aus- 
gewählten Gleichungen sich dieselben Werte der rc, y, 5, . . . ergeben 
wie aus jedem andern. 

Bei den folgenden Ausführungen beschränken wir uns auf drei 
Unbekannte, weil die Verallgemeinerung der Resultate auf jede andere 
Zahl Yon Unbekannten keine Schwierigkeit darbietet. 

Multipliziert man jede Gleichung des Systems (1) mit einem 
unbestimmten Multiplikator a^ (i/ » 1, 2, . . . n) und bildet die Summe, 
so entsteht die Gleichung: 

[aa] - - [al] + [aa]X + [6a] r+ [c«]Z; 

aus ihr ergibt sich, wenn man die Multiplikatoren den Bedingungen 

[aa]-l, [&a]-0, [ca] = (3) 

unterwirft: 

X=[al] + [ae]. (4.) 

Die Anwendung eines zweiten Multiplikatorensystems ß^ und 
eines dritten y^, wenn sie an die Bedingungen 

[a/J]-0, [bß]^l, [cß\^0 

[ay]-0, [M-0, [cy]-l ^ ^ 
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geknüpft werden, führt zu den Gleichungen: 

Y^m + [ßs] 

Wird dasselbe Verfahren auf das System (2) angewendet, so 
kommt man zu den Ansätzen: 

x~[al] + [aA] (5) 

y = m + [ßX-] 

z^[yn + [rk]. ^°^ 

Setzt man zur Abkürzung 

[aX] = Ä, [ß>.] = B, [yX]-C, [6] 

SO erhält man durch eubtraktive Verbindung von (4), (4*) mit (5), (5^): 

X-x^-Ä + [aa] (7) 

Der Fehler in der Bestimmung x erscheint hiernach als eine 
lineare Funktion der Beobachtungsfehler. Sind die Beobach- 
tungen gleich genau, und befolgen ihre Fehler das symmetrisdie 
Gesetz 

h 



V'' 



n 



e- 



Ä>#« 



9 



womit zugleich ausgesprochen ist, daß sie von konstanten Fehleran- 
teilen frei sind, so ist — Ä der mittlere Wert von X— x, daher nach 

Nr. 148 

H 

das Gesetz des Fehlers in der Bestimmung x, wenn 

SoU nun das Fehlerrisiko dieser Bestimmung das kleinstmogliche 
sein, so ist nach Nr. 140 notwendig, daß 

-4 — und [aa] ein Minimum (9) 

sei; dazu kommen die ursprünglich aufgesteUten Beding^gen (3). 

Die Durchführung dieses relativen Minimums läuft darauf hinaus, 
das absolute Minimum der mit den unbestimmten Multiplikatoren 
öin ^12^ ^1« gebildeten Funktion 

[««] - 2 ^„ {[aa] - 1) - 2 Q,, [ba]-2 Q,, [ca] 

zu bestimmen; dieses aber erfordert, daß die Ableitungen nach den 
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einzelnen a für sich Null werden. Dadurch ergeben sich die Glei- 
chungen: 

«r - a. ^11 + 6.^18 + C.^15 (»=1,2....») (10) 

Führt man diese Werte in die Bedingungsgleichungen (3) ein, 
80 erhält man zur Bestimmung der Multiplikatoren das Öleichungs- 
System : 

M«ii + [«6]«i« + M«i3 = i 

Vha]Q,, + {h^Q,, + [hc\Q,,^0 (11) 

Wären Q^^, Q^^, Q19 berechnet, so ergäbe die Einsetzung ihrer Werte 
in (10) das System der a, das zu dem vorteilhaftesten Werte x führt. 
Es läßt sich jedoch ein anderer zweckmäßigerer Weg einschlagen. 

Vorher möge jedoch noch folgendes bemerkt werden. Multi- 
pliziert man (10) nacheinander mit a,, ßp ixndyr und bildet jedes- 
mal die Summe für alle v unter Beobachtung der Gleichungen (3) 
und (3*), so kommt man zu dem Ergebnis, daß 

^11 = [««], Ö., ■=[««, «»-[«y] (12) 

ist. 

Wird die ganze Rechnung in derselben Weise für die beiden 
andern Unbekannten durchgeführt, so ergeben sich als Bedingungen 
des kleinsten Fehlerrisikos die Ansätze: 

5 — und [ßS] ein Minimum 

. (9*) 

C =- und [y y] ein Minimum 

daraus für die ß und y die Bestimmungen: 

ßv =• »vftl + KQn + ^^^23 (. = 1.2,...») 

n = öv 081 + 6. ^82 + ^.^38 (. = 1.2,...n), ^ ^ 

wobei die Multiplikatoren Q^^, Q^^f Q^^ und Q^^y Q^^, Q^^ zu rechnen 
sind aus den Öleichungssystemen: 

[««] Qn + [ö^6] Ä2 + [ac] Qn " [aa] Q,, + [ab\ Q,, + [ac] Q^^O 
[&a](2,,-f [&&](?„ -f[Mft8 = l[6a]«8i + [«^«^]«82 + [MC88 =-0(11*) 
[ca] Q,, + [cb]Q^ + [cc] Q,, - 0, [ca] Q,, + [cb] Q,, + [cc] Q^ - 1. 
Weiter ergibt sich, daß 

Qn-io^ß], Qn-[ßß], Qn-[ßy] 

<2«-[y«], Qst-irß], Qn-irr] ^ 

Der bloße Anblick der Gleichungen (12) und (12*) zeigt über- 
dies, daß 

«12-fti; «18=^81, Qn-Q,r 
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Die Gleichungen 

^«0, 5=0, C«0, 
d. i. nach (6): 

M]-0, [ßX]-0, [yA]-0, 

die nach (9) und (9*) mit zu den Bedingungen des kleinsten Fehler- 
risikos gehören, haben drei andere Gleichungen im Gefolge, die sich 
in folgender Weise ergeben: Multipliziert man die Gleichungen (10) 
und (10*) mit A^ und bildet die Summe für alle i/, so entsteht eben 
mit Rücksicht darauf, daß [aX] -= 0, [/SA] -= und [yA] « 0, das System: 

Qn[<^^^+QiAb^] + QlBlcX\^0 

Die Determinante aus den Koeffizienten 

Qu Qit Qn 

Qfi Q,, Q^ (13) 

Qai Qai Qtt 

kann nicht Null sein, weil dies im Widerspruche stünde mit dem 
System 

Qtdaa] + Qnlab] + Qnlac] - 

das sich aus den ersten Gleichungen der drei Systeme (11) und (11*) 
zusammensetzt, und in welchen doch [aa], [ab], [ac\ von vomherein 
bestimmte Größen bedeuten. Daher folgt aus (13), daß: 

[aA]»0, [6A] = 0, [cAj-0 (14) 

sein müsse. 

Diese Gleichungen stellen aber die Bedingungen dar, unter 
welchen die Summe [AA] in bezug auf x, y, z ein Minimum wird; 
denn nach (2) ist 



iT- [■•£]- Ml«.". 



Die vorteilhaftesten^ weil mii dem Ideinsten Fehlerrisiko verbundenen 
Werte der Unbekannten sind also diejenigen, wdche den Becbachiungen 
(scheinbare) Fehler von kleinster Quadratsumme zuschreiben. 

Damit ist das Prinzip, das der Methode der kleinsten Quadrate 
zugrunde liegt und in Nr. 147 zunächst für direkte Beobachtungen 
erwiesen wurde, als ein allgemein gültiges Ausgleichungsprinzip be- 
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gründet. Denn die in Behandlung stehende Aufgabe umfaßt alle 
Probleme, welche sich der Ausgleichungsrechnung darbieten. 

Die Ausführung der Gleichungen (14), nämlich die Einsetzung 
der Ausdrücke fQr die X aus (2), ergibt das Gleichungssystem: 

[aa]x + [(ib]y + [ac]z — [al] 

lba]x + [bb]y + [bc]z = [ftf] (15) 

[ca]x + [cb]y + [cc]£; = [cQ, 

durch das die vorteilhaftesten Werte der Unbekannten eindeutig be- 
stimmt sind, sofern die Determinante der Koeffizienten nicht yer- 
sch¥midei Es heißt das System der Normalgleichungen. 

Ift8. Oewiohte der Vnbekaimten. Weil bei der vorteil- 
haftesten Kombination die (Jrößen A, B, C der vorigen Nummer Null 
sind, so schreiben sich die Gleichungen (7) und (7*): 

Ist daher h das Präzisionsmaß einer Beobachtung, so ist nach Nr. 138 

das Präzisionsmaß in der Bestimmung von X] ebenso sind 

' Vlßß] ' V[Y7] 

die Präzisionsmaße von y und e. 

Führt man an Stelle der Präzisionsmaße die mittleren Fehler ein, 
wobai die Formeln 

h = —^ . H. = — — usw. 

zu benützen sind, so ergeben sich für die mittleren Fehler der un- 
bekannten die Formeln: 

^,=^ ]/[««], ft, = yi^, ^, -^VlyyL (16) 

ausgedrückt durch den mittleren Fehler ft einer Beobachtung. Wird 
diese als Gewichtseinheit genommen, so kommen den Bestimmungen 
der unbekannten folgende Gewichte zu (s. Nr. 149): 

^ jt^ 1 « - Ji" !_ « iL' ^ 
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Da nun bei der vorteilhaftesten Kombination 

[««], [ßß], Irr] (18) 

Minima sind, so haben die nach der Methode der kleinsten Quadrate 
bestimmten Werte der Unbekannten zugleich die größten Gretvichte. 

Nach den Gleichungen (12) und (12*) sind die Summen (18) 
gleichbedeutend mit den Größen 

• Qiv Qtv Qz,> (18*) 

zu deren Bestimmung die Gleichungssysteme (11) und (11*) dienen. 
Diese Gleichungssysteme werden deshalb als die GewichtsgUickungen 
bezeichnet, und zwar bilden (11) die Gewichtsgleichungen f£Lr die un- 
bekannte Xy weil sie Q^^ enthalten, (11*) die Gewichtsgleichnngen fttr 
y und z. 

Man bemerkt, daß die Gewichtsgleichungen mit den Normal- 
gleichungen (15) übereinstimmend gebaut sind und nur in den rechten 
Seiten sich von ihnen unterscheiden. 

169. Bestimmimg des mittleren Fehlers einer Beobach- 
tung aus den scheinbaren Fehlem. Sobald man diese Aufgabe 
durchgeführt und auch die Gewichte der Unbekannten berechnet hat^ sind 
nach den Ausführungen der vorigen Nummer auch die mittleren 
Fehler der letzteren bestimmbar. 

Zur Lösung der in der Überschrift bezeichneten Aufgabe be- 
nützen wir das von Gauß*) angegebene Verfahren. 

Geht man von den Gleichungen (1), (2) aus, die da lauten: 

B.^-l + a^X + h^Y+c.Z 

so ergibt sich durch deren Subtraktion: 

A, = a,-a..(X-x)-&,(r-y)-c,(Z-;.); 

den Gleichungen (7) und (7*) zufolge ist aber bei der vorteilhaftesten 
Kombination wegen A^O, 5 = 0, (7=0: 

hiemach ist 

also X^ als homogene lineare Funktion der wahren Fehler dargestellt. 
Multipliziert man diese Gleichung mit s^ und bildet die Summe für 
alle V von 1 bis n, so entsteht: 

[Xs] = [«J - [as] [ae] - [be] [ße] - [ce] [ys]; 



1) Theoria combinat. Art. HS. — Andere Lösungen siehe in des Yerf.s 
„Theorie der Beobachtungsfehler** und bei P. Pizzetti, 1. c, p. 262 ff. 
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multipliziert man hingegen mit A^ und bildet wieder die Summe ; so 
kommt man mit Rücksicht darauf; daß nach (14) 

[aA]-0, [feA]«0, [oA] = 

ist; zu der Gleichung 

welche mit der letzten verbunden eine Darstellung von [AA] als 
homogene quadratische Funktion der wahren Fehler ergibt, nämlich: 

[XX] = [ea] - [aa] [as] - [ba] [ßa] - [ca] [ya] . (19) 

Nach Auflösung der Summen ist: 

[XX] « [aa] - Ci*(ai«i + b^ßi + c,y^) 



- «i«j(«i«2 + (^t^i+hßi + hßi + Ciyt + c%yi) 

Man ersetze nun auf der rechten Seite jedes Glied durch seinen 
Mittelwert und betrachte den so erhaltenen Wert des rechtsseitigen 
Ausdruckes als gleichwertig mit [XX], Dabei ist zu beachten, daß 
der Mittelwert eines jeden a^^ gleich ist ii^, und der Mittelwert eines 
jeden e^a^ gleich Null, weil vorausgesetzt wurde, daß die Fehler um 
die Null symmetrisch angeordnet oder frei von einem konstanten An- 
teil sind. Demnach ergibt dieser Vorgang den Ansatz: 

[XX] - nf*« - ii\a, a, + b,ß, + c.y,) 



= n^«-.a« { [aa]+[bß] + [cy] } ; 

nach den grundlegenden Bedingungen (3) und (3^^) ist aber 

[aa] = l, [hß] = l, [cy] = l, 
daher 

[XX] = (n-S)(i* 
und daraus 

G B n b r , WahnoheinUohkeitareohnung. I. S. Aafl. %^ 
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Diese Formel kam unter der Voraussetzung zustande, daß drei Un- 
bekannte zu bestimmen seien; allgemein ist für u Unbekannte: 



-V'^u- (20) 



160. Termlttelnde Beobachtnngen ungleicher Oenaoig- 

keit. Sind die Beobachtungen l^, l^,-- {„ Ton ungleicher Genauigkeit, 
und ist diese durch die Präzisionsmaße Z^, Ag; - -h^ bezeichnet, so be- 
folgt der Fehler a^ der Beobachtung l^ das Gesetz 

es wird also das Produkt A^a^ = fj das Gesetz 

y^'-"' (1*> 

befolgen (s. Nr. 138). Denkt man sich also jede der Gleichungen 

e^^^l + a,X + b,Y+c,Z (2) 

wie auch die ihr zugeordnete 

K'^'-K+ «r^ + Ky + <^v^ (3) 

mit \ multipliziert, so entstehen neue Gleichungssysteme: 

^==-C + <x + 6;r+c;z^_^^ ,, (2*) 
K = - C + <^ + Vy + <^ ' ' ' (3^) 

die sich auf ein einheitliches Gesetz (l'^) beziehen und daher ebenso 
zu behandeln sind wie die von Nr. 157. 

Es ist jedoch üblich, das Genauigkeitsverhältnis der Beobach- 
tungen entweder durch ihre mittleren Fehler oder durch die Gewichte 
zum Ausdruck zu bringen. Nach Nr. 149 sind aber die Präzisions- 
maße den mittleren Fehlem umgekehrt, den Quadratwurzeln aus den 
Gewichten direkt proportional. Statt also die Gleichimgen (2), (3), 
um sie, wie man sich ausdrückt, auf gMdies Gewicht zu reduzieren^ 
mit den Präzisionsmaßen zu multiplizieren , kann man sie durch die 
mittleren Fehler der bezüglichen Beobachtungen dividieren oder mit 
den Quadratwurzeln aus den korrespondierenden Gewichten multi- 
plizieren. 

Wir wollen den letzteren Vorgang als den üblichen verfolgen und 
bezeichnen die Gewichte von Z^, l^, • • • l^ mit p^, p^, ' ' ' Pn- Befolgt 
der Fehler €^ das Gesetz (1), so unterliegt Yp^B^ — ei nach Nr. 138 
dem Gesetz 

K 

w -'^^'• 
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und da sicli alle Gewichte auf dieselbe Gewichtseinheit beziehen 
müssen^ so ist 

Vi., 

unabhängig von v und bezeichnet das Präzisionsmaß der Oewtchts- 
einheit. Es unterliegen also bei diesem Vorgange die Gleichungen (2*) 
dem einheitlichen Gesetze 

h M, ^ 

— e *•> , 

dem die Gewichtseinheit unterworfen ist. 
Die nun geltenden NormcUgleidiungen: 

[aa]x + [ab']y + \a c^z « [aT] 

[6' ar\x + [6' 6^y + \b' c^z = [6' H (4) 

[c a']x + W V]y + W c']z =^[€'1-] 

lauten in den ursprilnglichen Größen: 

[paa\x 4- [p(^b]y + [pac]z = [pat] 

[pba]x + [pbb]y + [pbc]z - [pbl] (4*) 

[pca]x + [pcby + [pcc]z^ [pcl]'^ 

ebenso gestalten sich die Gcwichtsgleichungen für x in den alten 
Größen wie folgt: 

[Pö«]^u + [p(^b]Qis + I>«c]^i3 = 1 

[pba]Q,, + \j>bh]Q,, + [pbc]Q,, = (5*) 

[j>ca]Q,, + [pcb]Q,, + [pcc]Q,, = 

und ähnlich die für y und z. 

Die Gleichungen (14) in Nr. 157: 

[aX]^Oy [6A]-0, [cX] = 0, 

aus denen die Normalgleichungen hervorgegangen sind^ lauten nunmehr: 

[paX]-0, [p6A]-0, [pcA]-0 (6*) 

und steUen die Bedingungen vor, unter welchen die Summe [pAA] 
in bezng auf x, y, z ein Minimum erlangt. Daraus ergibt sich die 
Erweiterung des in Nr. 157 formulierten Prinzips auf den Fall un- 
gleich genauer Beobachtungen. Es sind nämlich daim jene Werte 
der Unbekannten die vorteilhaftesten, für welclie die Summe der mit 
den Gewichten multiplizierten Quadrate der (scheinbaren) Felder am 
kleinsten wird. 



308 Zweiter Teil. AuBgleichungirechniuig. 

För den mittleren Fehler der GewidUseinheit ergibt sich aus den 
auf gleiches Gewicht (— 1) reduzierten l' der Ausdruck: 






(7) 



wenn u die Anzahl der unbekannten ist; in den nrsprünglichen X aus- 
gedrückt lautet diese Formel: 

Aas fi ergeben sich mittels der Gewichte der Unbekannten deren 
• mittlere Fehler nach den Formeln: 

l^:.-y^-i^VQn7 ^y = _,^- = /*V^M usw. 

161e Anflösung der Nonualglelohungen und der Gtowiohte- 
gleiohungen. Hierbei ist es nicht notwendig, den Fall ungleich ge- 
nauer Beobachtungen von dem gleich genauer zu unterscheiden , weil 
Normal- und Gewichtsgleichungen in beiden Fällen dieselbe Form 
haben. 

Wenn es sich nur um wenige Unbekannte handelt und die Koeffi- 
zienten der Gleichungen einfache Zahlen sind, dann wird man sich 
eines der verschiedenen Kombinationsverfahren der Algebra bedienen, 
um möglichst rasch zum Ziele zu kommen. Sobald aber die Anzahl 
der Unbekannten einigermaßen erheblich ist und die Koeffizienten 
vielstellige Zahlen sind, empfiehlt sich jener systematische Vorgang, 
den Gauß^) angegeben hat. 

Aus der ersten Gleichung des Systems 

[aa]x + [ab]y + [ac]js = [al] 

[ah]x+[hb]y-^[bc]z^[hl] (1) 

[ac]x + [hc]y + [cc]z = [cl] 
folgt: 

Subtrahiert man diese Gleichung, nachdem man sie mit [a&], be- 
ziehungsweise [ac] multipliziert hat, von der zweiten und dritten, so 
entsteht das Gleichungspaar: 

ii6ftj-[i:j[«^])j.+i[M-;ä]Mi.=[6o-g^[aq 

1) Disquisitio de elementis ellipticis Palladis. Comment. Gott. 1810, und 
Theoriae coinbin. suppl. 1826, Art. 13. 



(4) 
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das analog gebaut ist 'wie das System (1); denn die zur Hauptdiago- 
nale symmetriscli liegenden Koeffizienten sind wieder gleich und die 
der Hauptdiagonale selbst Quadratsummen wie dort, daher positiv; so 
ist beispielsweise 

Femer zeigen die Koeffizienten und die absoluten Glieder einen ein< 
heitlichen Bau, der sich durch das Schema 

m - 1;^ [ak] 

darstellen läßt; führt man dafür das Symbol 

[ilcl] 
ein, wonach also 

[^*]-[T^t«*]-L*^-ll' [«»«]-[^]M-[frc-l], ••• (3) 
ist, so schreibt sich jenes Gleichungspaar wie folgt: 
[bb ■ l]y + [bc ■ l]z - [bl ■ 1] 
[bc • l]y + [cc ■ l]e - [cl ■ 1]. 
Aus der ersten dieser Gleichungen folgt: 

y^ [bbif [bbiy ^^^ 

multipliziert mau dies mit [bc • 1] und subtrahiert Ton der zweiten 
Gleichung, so entsteht: 

Koeffizient und rechte Seite sind hier nach dem Schema 

[^^- • 11 -p: ;][**• 11 

gebildet; gebraucht man hierfür die Abkürzung 

[i1c-2], 
wonach also 

t"-ii-[£-l][*''-i3 = f^«2L ••• (6) 

SO schreibt sich die obige Gleichimg: 

[cC'2]z'^[€l-2], (7) 

Aus ihr folgt dann: 

Die Gleichungen (2), (5), (8) sind geeignet, das System (1) der 
Normalgleichungen zu ersetzen; ihre Vereinigung: 
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[«0 

[««] 


y + [6-6.1]* 


[6M] 
[66. 1] 


z 


[C/.2] 

[CCSJ 



(9) 



bildet das System der reduzierten Normalgleichungen. Dasselbe ge- 
stattet die Berechnung der Unbekannten durch, sukzessive Substitution 
Ton der letzten zur ersten. Hat man die darin auftretenden. Brüche, 
welche in ihrer Reihenfolge kurz mit 

bezeichnet werden mögen, berechnet, so lassen sich mit Hilfe der- 
selben X, y, z explizite darstellen; es ist nämlich 



X ^ \ 



1 



^; 

11 



c,' = Ii-b,I, + (bjC,-q)I, 



1 



= I, - f,tj 



(10) 



.= I,. 

Würde man dasselbe Eliminationsyerfahren, das hier auf die 
Normalgleichungen ausgeübt worden ist, auf die Gewichtsgleichungen 
von Zj d. i. auf 

\ah-\ Q,, + \hh\ Q,, + [h c\ Q,, - (11) 

zur Anwendung bringen, so ergäben sich in (9) links dieselben Koeffi- 
zienten, rechts dagegen andere Werte; es entsteht nämlich (11) aus 
(1), wenn man außer der Änderung der Zeichen für die Unbekannten 

[al] durch 0, [bl] durch 0, [cl] durch 1 

ersetzt; infolgedessen wird weiter 

[6M]-[6?]-[^^][o?] gleich 
[cM]-[d]-[;„^}[a/] gleich 1 
[cZ . 2] - [cM] - [^L6M] gleich 1 , 
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und das zu (11) gehörige reduzierte System lautet: 

^31 ^ [aa] ^^* ^ [aa] ^^^ 



«»t + [6-6-1] ^S3 = (12) 



^3« "" [cc^ 2] ' 

Am bemerkenswertesteu ist die dritte dieser Gleichungen, da sie 
aussagt, daß bei dem eingeschlagenen Eliminationsverfahren der Nenner 
der letzten Unbekannten zugleidi ihr Gewidit angibt. 

Auf diese Weise ist aber eben nur das Gewicht der letzten un- 
bekannten einfach gefunden. Um das der ersten zu erhalten, kann 
man das System der Normalgleichungen derart umstellen^ daß die 
Gleichungen und die Unbekannten in die umgekehrte Ordnung 
kommen; fährt man bei dieser Anordnung das EliminationsverfEkhren 
wie früher durch, so gibt der Nenner von x zugleich dessen Gewicht. 
Zur Bestimmung des Gewichtes von y wäre nur die Umstellung des 
abgekürzten Systemes (4) erforderlich. Wählt man diesen Vorgang, 
so gewährt die mehrfache Bestimmung der Unbekannten zugleich eine 
Kontrolle der Rechnung. 

Bei einer größeren Anzahl von Unbekannten wird jedoch eine 
solche Wiederholung des Eliminationsverfahrens beschwerlich; es 
empfiehlt sich dann, jedes System von Gewichtsgleichungen ebenso 
zu reduzieren wie das Normalgleichungssystem. Dabei kann von dem 
Umstände, daß Q^|^ => Q;^^, vorteilhaft Gebrauch gemacht werden. Hat 
man das System (12) vollständig aufgelöst, also Q^^y Q^^ Q^^ be- 
rechnet, so ist für das System der zuy gehörigen Gewichtsgleichungen 
eine Unbekaimte, nämlich Q^^, schon bestimmt; man kann sich daher 
auf die ersten zwei Gleichungen: 

beschränken, sie auf die reduzierte Form 



^" ^ [aa\ V«« + [aa] V«« " 

4-f*f-i3o l. 



(13) 



bringen und nach Q„, Q„ auflösen. Dann aber sind für das zu x 
gehörige Gewichtsgleichungssystem bereits zwei Unbekannte, Qu und 
$t„ bestimmt, und man kann sich auf die eine Gleichung 
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beschränken, die man zum Zwecke der Berechnung von Q^^ auf die 
reduzierte Form 

«a+[-:^i<2«+[:-3öu-j„^ (14) 

bringen wird. Der Umstand, daß man es in den Gleichungen (12), 
(13), (14) auf der linken Seite immer mit denselben Koeffizienten zu 
tun hat, bedeutet eine wesentliche Vereinfachung der Rechnungen.') 

162. NiohfUneare Belatlonen iwisohen der beobaohteten 
und den unbekannten ChrOßen. Die Theorie der Ausreichung 
vermittelnder Beobachtungen bedarf noch einer wichtigen Erg^znng. 
In Nr. 157 ist nämlich angenommen worden, daß zwischen der zu 
beobachtenden Größe V und den Unbekannten X, Yy Z, >- - eine 
lineare Beziehung bestehe. Ist dem nicht so, ist der Zusammenhang 
ein anderer, so ist eine vorbereitende Rechnung erforderlich, bevor 
an die Ausgleichungsrechnung selbst geschritten werden kann. 

Es bestehe allgemein zwischen V und den (drei) Elementen die 
Beziehung: 

= -V+F(X,Y, Z). (1) 

Die Beobachtung l^ von F, mit dem Fehler s^y führt zu der Gleichung: 

Sr--K + K(.X, Y,Z); (2) 

der Zeiger v bei F deutet auf Parameter hin, welche sich von Be- 
obachtimg zu Beobachtung ändern. 

Wählt man in zweckmäßiger Weise so viel Beobachtungen ans, 
als es Unbekannte gibt, und betrachtet sie als fehlerfrei, so ergeben 
sich Gleichungen in gerade zureichender Zahl zur Bestimmung Ton 
Näherungswerten X^, Y^y Zq der Unbekannten. Von diesen weide 
angenommen, daß die Korrektionen |, 17, ^, durch welche sie auf die 
wahren Werte X, F, Z ergänzt werden, so klein seien, daß maa 
Glieder mit Potenzen und Produkten derselben außer acht lassen 
kann. Unter solchen Verhältnissen darf 

F^{X, Y,Z) = F^ (X„+ I, r,+ ,,, z,+ 

cF dF dF 

= t\ (Xo, Y^y Zo) + ^x]^ + ^y^i? + ^-^^-5 

gesetzt werden, und es geht die Gleichung (2) über in: 

,,__i^+j',(Xo,y„,z,) + |J^I + ||:, + !!'£. (3) 



1) über Methoden zur indirekten Auflösung der Nonnal- und Gewichtt- 
gleichungen, durch die eine fortgesetzte Annäherung an die Werte der Un- 
bekannten angestrebt wird, sehe man He Im er t, Die Ausgleicbungsrechnung nsw.^ 
2. Aufl., Leipzig 1907, p. 176—180. 
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Wenn nun 

dF,. 
■ex, " «' 

dF,_ 

CZ, - '^r 

gesetzt wird, so nimmt (3) die in Nr. 157 Torausgesetzte lineare 
Form an: 

f, 1 + aji + \ri + c,.g. (5) 

Jeder solchen Gleichung entspricht eine andere: 

K t + a^x-k- h,y + c,z, (6) 

in der x, y, z die vorteilhaftesten Werte der Korrektionen bedeuten, 
so daß 

X^ + x, Yo + y, Z^+z (7) 

die vorteilhaffcesten Werte der Unbekannten selbst sind. 

Aber erst der Erfolg der Rechnung kann darüber belehren^ ob 
die Voraussetzung zulässig war, auf welcher der Ansatz (3) beruhte. 
Sollten sich für x, y^ z so große Werte ergeben, daß man gegen die 
Außerachtlassung der Potenzen und Produkte Bedenken tragen muß, 
dann wäre die gauze Rechnung mit den Werten (7) als neuen Nähe- 
nmgswerteji zu wiederholen. 

Die Einführung von Näherungswerten für die Unbekannten em- 
pfiehlt sich zumeist auch dann, wenn die Relation zwischen V und 
X, Y, Z, ' ' ' Yon Natur aus linear ist; sie hat dann aber einen andern 
Zweck als vorhin, nämlich den der Vereinfachung der numerischen 
Rechnung. Sind nämlich die Beobachtungsergebnisse l^ vielziffrige 
Zahlen, so kann durch passende Näherungswerte bewirkt werden, daß 
die nach der Vorschrift (4) reduzierten Beobachtungen: 

bequemere Zahlen werden. 

Mitunter kann die Umwandlung der nichtlinearen Relation (1) 
in eine lineare auch auf einem andern Wege, mit Umgehung von 
Näherungswerten, bewerkstelligt werden, wenn sich eine analytische 
Operation /* angeben läßt, durch welche die Funktion F in eine lineare 
umgewandelt wird^), so daß 



1) Als Beispiel diene: F= Ce** *'■*"* ^; durch die Operation des Logarith- 
mierens im natürlichen System geht daraus die in b^zug auf X, Y lineare Be- 
ziehung: Z • F= T C + aJr+ 6r hervor. 
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f(r)=f{F{X,T,Z)}^K+aX+bT+eZ (8) 

ist. Nun mn£ aber beachtet werden, daß die Ausgleichung nicht an 
den Beobachtungen von V selbst, sondern an einer Funktion f{V) 
der Beobachtungswerte Torgenommen wird, und dies hat auf die G^ 
wichte der Gleichungen (8) Einfluß. 

Ist Zy eine Beobachtung von V, €^ ihr Fehler; gehören femer zu 
dieser Beobachtung die Werte a^, h^, c^ der Parameter, so gibt sie 
zu der Gleichung: 

f(l +B,)^K^+a,X+ b,Y+ c^Z (9) 

Anlaß: für ein sehr kleines Cy kann 

gesetzt werden. Hat nun l^ die Präzision Ä^, das Gewicht p^, so hat 
nach Nr. 138 wegen 

f(l^) die Präzision 

dl 

V 

und ein Gewicht pv, das sich aus der Beziehung 
ergibt; somit ist 



(K)' 



P'-m\^- (10) 

Waren die Beobachtungen 1^ von gleicher Genauigkeit und vom Ge- 
wicht 1, so bekommt die Gleichung 

/, « - r. + a,X + 6,r+ c,Z, (11) 

welche aus (9) hervorgeht, wenn man 



dl 
setzt, das Gewicht 



^^e,^B„ -/•(/,) + ir,=n 



Auch diese Methode^), die nur in ganz besonderen Fällen an- 



1) Auf ihre korrekte Darchführang hat Th. Wittstein hinge wiesen 
Zeitechr. f. Math. n. Phys. XXYU (1882), p. 315, und ,,Da8 mathematische Ge- 
setz der Sterblichkeit'', 2. Aufl., 1888. 
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wendbar ist, hängt von einer Voraussetzung, nämlich von solcher 
Kleinheit des Beobachtungsfehlers ab, daß dessen Potenzen vernach- 
lässigt werden können. 

163. Zosammenstellimg der Besnltate. Das erste Geschäft 
bei der Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen ist die Aufstellung 
der Fehlergleichungen, die schließlich immer die Form: 

K==-'h + ^v^ + Ky + ^r^ (1) 

annehmen. Ihre Anzahl stimmt mit der Anzahl der Beobachtungen 
überein. Handelt es sich um lineare Beziehungen, so bedarf dies 
keiner besonderen Rechnung; nur bei Einführung von Näherungs- 
werten Xq, Fq, Zq zum Zwecke der Reduktion der / hat man für 
jede Gleichung den Wert von 

zu berechnen, von l^ zu subtrahieren und mit den Differenzen l\ 
wieder Gleichungen von der Form (1) zu bilden, in welchen Xj y, b 
nunmehr Korrektionen an den Näherungswerten bedeuten. Bei nicht- 
linearen Relationen erfordert die Aufstellung der Fehlergleichungen 
besondere Vorarbeiten, die in Nr. 162 erörtert sind. 

Das zweite Geschäft besteht in der Bildung der Normalgleichungen, 
die auf die Berechnung des Summensjstems 

[aa] [ab] [ac] [al] 

[hh] [bc] [bl] (2) 

[ec] [cl] 

hinauskommt und bei zahlreichen Beobachtungen und vielzifirigen 
Koeffizienten den beschwerlichsten Teil der Arbeit bildet. Zu ihrer 
Erleichterung können Quadrattafeln ^) und Produkttafeln *) gute Dienste 
leisten. In Ermangelung der letzteren können die nichtquadratischen 
Summen wie [ab], [ac] usw. mit einer Mehrarbeit auch mittels 
Quadrattafeln berechnet werden, weil 

lab] = [(« + &)']-[« «]- [hb] 
ist.») 

1) Solche finden sich in vielen Logarithmenwerken. 

2) Rechentafeln von A. L. Grelle (5. Ausg. 1880) und H. Zimmermann, 
1889. — Für die Bildung von Quadraten und Produkten sind auch Tafeln der 
Yiertelquadrate geeignet; die ausgedehnteste und verläßlichste derartige Tafel 
ist die von J. Blater, Wien 1887 

3) Bei Beobachtungen ungleicher Genauigkeit kommt noch die Multi- 
plikation mit den Gewichten hinzu. Das zu berechnende Summensystem 
lautet hier: 

[paa] [pab] \pac] [p(tl\ 

[pbb] [pbc] [pbl] 

[pcc] [pcl], 
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Das dritt^f Geschäft ist die Auflösung der Normdlgleichungen und 
in Verbindung damit die Gewichtsbestimmuug. Die Aufstellung der 
reduzierten Normalgleichungen, welche hierzu erforderlich ist^ bedingt 
die Bildung der Koeffizienten 

[W-l] [6c. IJ [6M] 
{cc • 2] [cl -2] 

nach den Schematen der Nr. I6l; sind diese berechnet, so kann nach 
Aasfahrong einiger Divisionen das System: 

•^^ \aby^ [aa] ^ [aa\ 

ziffermäßig hergestellt werden; aus ihm erhält man (durch sukzessive 
Substitution) z, y, x. Gleichzeitig ist das Gewicht von z beetimmt; 
über die Ermittelung der Gewichte von y und z ist in Nr. 161 das 
Nähere angegeben. 

Das vierte Geschäft; betrifft die Berechnung der scheifibaren Fdder, 
Man erhält sie durch Einsetzung von x,y,zisi die Fehlergleichungen (1). 

Das letzte Geschäft ist die Genauigkeitsbestimmung, Sie erfordert 
die Berechnung des mittleren Fehlers der einzelnen Beobachtung oder 
der Gewichtseinheit. Dazu ist die Bildung von [AA], beziehungsweise 
[pXA] nötig, wozu wieder Quadi-at- und eventuell auch Produkttafeln 
verwendet werden können. Hierauf hat man bei u Unbekannten 

ft =!/_-, beziehungsweise =l/'-^J. (5) 

Daraus berechnen sich mittels der Gewichte p^^ p^j p^ der Unbekannten 
deren mittlere Fehler: 

Bei der Ausführung umfangreicher Rechnungen ist die Anwendung 
von Kontrollen unbedingt erforderlich. Die Theorie gibt deren einige 

ist aber bei den weiteren Rechenprozessen genau so wie (2) zu behandebi, wird 
daher Häufig auch in der Form 

{ad) (ab) (ac) {al) 

(hb) (bc) {bl) 

(cc) (cl) 

geschrieben. Dementsprechend werden auch weiter unten, in (3), (4), . . die 
eckigen Klammern durch ninde ersetzt. 
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unmittelbar an die Hand. So besteht eine durchgreifende Probe nach 
erfolgter Auflösung der Normalgleichungen und Berechnung der A 
darin, daß man prüft, ob 

[aA]=-0, [&>l]«0, [cX]^0 (7) 

sei, wie es die Theorie verlangt [s. Nr. 157, Gleichungen (14)]. Bei 
ungleich genauen Beobachtungen treten an Stelle von (7) die Glei- 
chungen: 

[l>aA] = 0, [pbk]^0, [pcl]^0 (7*) 

[s. Nr. 160, Gleichungen (6*)]. 

Eine andere, ebenfalls durchgreifende Kontrolle besteht in einer 
zweiten Berechnung von [XA], die sich wie folgt ergibt. Aus 

folgt, wenn man quadriert und addiert, 

[kX] - [II] + { [aa]x + lab]y + [ac]js - 2[al] ] x 

+ [\ah-\x + \lh]y + \bc\z - 2\bl]]y 

+ [\ac\x + \hc\y + [cc]2 ~ 2[cl]]z, 

und dies reduziert sich vermöge der Norraalgleichungen auf 

[XX] - [II] - [aT]x - [bl]y - [cl]z. 

Um sich nun von den berechneten Werten der Unbekannten unab- 
hängig zu machen, schreibe man die erste der Gleichungen (4) darunter 
in der Anordnung 






multipliziere sie mit [aT] und addiere sie zur vorigen; dadurch ent- 
steht: 

[U] - [II] - [;-Jj - [bl . l]y - [d . l]z. 
Hierunter setze man die zweite der Gleichungen (4): 

multipliziere sie mit \bl ■ 1] und addiere zur vorigen; es entsteht: 

t"i-m-^-[-S^-[«'-^i'- 

Die letzte der Gleichungen (4) nach Multiplikation mit [cl • 2] dazu- 
gefügt, erhält man schließlich: 

*- J L -■ \aa] [66-1] [cc • 2] ^ ^ 

Hat man dem Schema (2) gleich von Anfang an die Summe \ll] 
angereiht, so erfordert die Durchfahrung dieser Formel (8) nur noch 
Größen, welche schon wegen der Bildung der reduzierten Normal- 
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gleichungen (4) notwendig sind. Übrigens ist die rechte Seite von (8) 
gleichbedeutend mit dem Symbol [22-3] und kann daher snch nach 
den Schematen von Nr. 161 gebildet werden; denn es ist 

daher 

[n]=.[ii.2]-^^^^^[ii.si 

wenn man das Gesetz der Schemata fortbildet 

Bei großen Ausgleichungsarbeiten führt man eine die ganze 
Rechnung begleitende Kontrolle durch, auf die hier nicht eingegangen 
werden soll.^) 

164. Bedentang der Besnltate. Ableitimg empiriMilier 
Formeln. Die Theorie vermittelnder Beobachtungen, wie sie hier 
dargestellt worden ist^ beruht auf gewissen Voraussetzungen. Halten 
wir an dem Falle fest, daß es sich um eine lineare Beziehung handle, 
so wird zunächst angenommen, daß in der Gleichung 

s^^-l+a,.X + b,Y+c,Z (1) 

€^ den Fehler der Beobachtung l^ vorstelle imd die Parameter a„ 6^, c^ 
fehlerfrei bestimmt seien. Weiter wird vorausgesetzt ^ daß s^ dem 
Gesetze 

folge. Unter diesen Voraussetzungen hat sich die Methode der kleinsten 
Quadrate als diejenige lineare Kombination der Gleichungen (1) er- 
geben, welche die mit dem kleinsten Fehlerrisiko verbundenen Werte 
der Unbekannten liefert, wobei der BegriflF des Fehlerrisikos in der 
Fassung von Nr. 140 gedacht ist. 

Unter minder einschränkenden Voraussetzungen, nämlich unter 
der Annahme, daß die e^ von konstanten Anteilen frei seien, daß also 
das Gesetz, welchem das einzelne €^ folgt, irgend eine gerade Funktion 
von €^ sei, hat Gauß^) die Methode der kleinsten Quadrate als die- 
jenige lineare Kombination der Gleichungen (1) nachgewiesen, welche 
Werte der Unbekannten mit den kleinsten mittleren Fehlem liefert 
Auch hier ist das Piinzip des kleinsten Fehlerrisikos zur Grundlage 
genommen, jedoch in dem besonderen Sinne, daß hierunter die 
Quadratwurzel aus dem mittleren Fehlerquadrat verstanden wird. 

1) Näheres hierüber sowie über die planmäßige Durchführung der Arbeit 
unter Verwendung verschiedener Rechenmittel findet man in Helmert, Die 
AuBgleichungsrechnung etc., 2. Auflage, Leipzig 1907, p. 131 — 186, 148^171. 

2) Theoria combinat. 
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EaDn femer angenommen werden, daB die scheinbaren Fehler 

K ^ — 1^ + ^v^ + Ky + ^v^y (2) 

welche aus der Annahme x, y, z für X, F, Z resultieren, dem Gesetz 

—^e"*»'^»' folgen, so erweist sich die Methode der kleinsten Quadrate 
V» 

als dasjenige Verfahren, das die wahrscheinlichsten Werte der Unbe- 
kannten liefert, weil sie der Koexistenz der Werte X^ (v — 1, 2, • • • n) 
die größte Wahrscheinlichkeit verleiht. 

Die Methode der kleinsten Quadrate wird aber auch in FäUen 
zur Anwendung gebracht, wo die Sachlage eine von der obigen ver- 
schiedene ist Man denke zimächst an den Fall, daß nicht bloß Z,, 
sondern daß auch die Parameterwerte a^, 6^, c^ Resultate der Beob- 
achtung und daher Fehlem unterworfen seien, dann hat e, die Be- 
deutung des Fehlers der Funktion - Z,. + a^X -f- b^Y + c^Z, Wüßte 
man, daß die Fehler von l^, a^, 6^, c^. sämtlich Gesetze von der Form 

^_A>a« befolgen, so könnte nach Nr. 138 das Gesetz bestimmt wer- 

den, nach dem s^ sich richtet, und damit wäre auch die der Glei- 
chung (1) zuzuschreibende Präzision gefunden, aUes dies jedoch unter 
der Voraussetzung, daß man gute Näherungswerte von X, F, Z im 
voraus kennt. 

Ein weites und wichtiges Gebiet der Anwendung der Methode 
der kleinsten Quadrate bildet die Ableitung etnpirischer Formeln. 

Es liege ein Beobachtungsmaterial vor, das sich auf eine Größe V 
und auf Parameter a, 6, c bezieht, von welchen jene abhängt; dasselbe 
bestehe in n Reihen zusammengehöriger Werte 

l : a ^ b , c (* = 1, t, • • • n) 

Man soll dieses Beobachtungsmaterial durch eine analytische Gleichung 

V^F{X,Y,Z) (3) 

darstellen, die entweder aus theoretischen Erwägungen hervorgegangen 
ist oder als Hypothese über den Zusammenhang zwischen F, a, 6, c 
angenommen wurde und außer diesen Größen noch u (= 3) unbekannte 
Konstanten X, F, Z enthält. 

Man schlägt nun zur Lösung dieser Aufgabe den Weg ein, den 
die Methode der kleinsten Quadrate für dieses Problem, als einen FaE 
der Ausgleichungsrechnung, vorschreibt, bestimmt die „vorteilhaftesten'' 
Werte Xj y, z der Unbekannten und bildet mit diesen die empirische 
Formel 

v^F{x,y,z), (4) 

welche gestattet, zu jeder Wertgruppe der Parameter a, 6, c den zu- 
gehörigen Wert von V zu berechnen. 
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In solchen Fällen handelt es sich nicht mehr um die „Ausglei- 
chung von BeohcuMungsfeMem^^', denn die k^, welche sich durcli die 
Differenzen 

darstellen, stammen jetzt nicht allein von den Fehlem her, welche 
den beobachteten Größen l^, a^j h^, c^ anhaften, sondern und meist 
vielmehr aus den vereinfachenden Annahmen, welche bei der theoreti- 
schen Ableitung des Ansatzes (3) gemacht worden sind, beziehungs- 
weise aus der Hypothese, deren analytischen Ausdruck dieser Ansatz 
bildet. Die gewonnene Formel (4) kann als eine solche bezeichnet 
werden, der das Beobachtungsmaterial in seiner Gänze „möglichst 
genau genügt^', und die Summe [AA], die kleinste unter aUen, so lange 
man an der Form (3) festhält, repräsentiert ein „Maß für das Ge- 
nügen". Die Gewichte der Unbekannten, wenn man sie mitbestimmt, 
belehren über den Grad der Sicherheit, mit welchem jede einzelne 
Unbekannte bestimmt ist. Hat man über dasselbe Beobachtungs- 
material zwei verschiedene Hypothesen in Form von Gleichungen auf- 
gestellt und zu jeder Hypothese die empirische Formel bestimmt, so 
zeigen die zugehörigen Summen [XA], welche der Hypothesen das 
Beobachtungsmaterial in seiner Gänze besser darzustellen geeignet ist; 
man wird von diesem Gesichtspunkte aus jener den Vorzug geben, 
der das kleinere [AA] zukommt.^) 

Eine allgemeine Entscheidung darüber, wann eine empirische 
Formel überhaupt geeignet ist, einen Komplex von Beobachtungen 
analytisch darzustellen, kann nicht gefällt werden. Es hängt dies 
davon ab, ob die A^, zu welchen die Formel führt, innerhalb der 
Fehlergrenze liegen, mit welcher V beobachtet werden kann, oder ob 
sie Abweichungen vorstellen, die mit Rücksicht auf den verfolgten 
Zweck vernachlässigt werden dürfen. 

165. Beispiel LX. Die Linien des sogenannten Wasserstoff- 
spektrums zeigen eine von Balmer entdeckte Gesetzmäßigkeit; man 
kann nämlich die Wellenlänge der aufeinanderfolgenden Linien jff„, 
H^y H^y • • • des Spektrums durch die Formel 

_.. « 



w« — 4 



ausdrücken, in welcher m die aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen 
von 3 an und X einen konstanten Faktor bedeutet; zur Berechnung 



1) Über diese erweiterte Auffassung der Methode der kleinsten Quadrate 
als eines Verfahrens znr Lösung von Problemen des ,,mög1ichst genau Genügens", 
des „möglichst nahe Liegens^^ (bei geometrischer Auslegung) vergleiche man die 
kleine Schrift von R. Henke, Über die Methode der kleinsten Quadrate, 2. Aufl., 
Leipzig 1894. 
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dieses Faktors sollen die Ergebnisse der von Arnes durchgefährten 
Messungen der Wellenlängen benützt werden, deren Resultate in der 
weiter unten aufgestellten Tabelle aus der ersten und vierten Kolonne 
ersichtlich sind.^) 

Bezeichnet man den a priori bekannten Parameter ^__ . mit a, 

die beobachtete Wellenlange mit l, so gibt die obige Formel Anlaß 
zu einem System von Fehlergleichungen der Form: 

A =- — ? + arr. 

Bestimmt man für X aus irgend einer der Beobachtungen den auf 
Einheiten abgerundeten Näherungswert X^, so ergibt sich 

Xo-3647; 

nennt man den vorteilhaftesten Wert der hieran anzubringenden Kor- 
rektur I, so nehmen die Fehlergleichungen die Gestalt 

A^-r + al 
an^ wobei 



liefert 



Die einzige Normalgleichung 

[aa]^ = [aV] 



^ [aa] 17,47 ^'"^^ ' 



folglich ist 

ic-Xo + 6-3647,16, 

und die empirische Formel zur Bestimmung der Wellenlänge lautet: 









L - 3647,16 ^V. 


-4' 






Linie | 


m 


a 


l 


1 r 


aa 


aV 


l^L 


Ha 


8 


1,8000 


6664,97 


0,37 


8,2400 


0,67 


0,08 


ß 


4 


1,8838 


4862,98 


0,39 


1,7769 


0,52 


0,06 


r 


6 


1,1906 


4342,00 


! 0,26 


1,4186 


0,48 


0,07 


s 


6 


1,1260 


4108,11 


0,33 


1,2666 


0,37 


0,05 


e 


7 


1,0889 


8971,40 


0,18 


1,1869 


0,19 


0,02 


^ 


8 


1,0667 


8890,30 


0,16 


1,1886 


0,16 


0,02 


V 


9 


1,0619 


3886,80 


0,34 


1,1067 


0,86 


0,17 


» 


10 


1,0417 


8799,20 


0,12 


1,0868 


0,12 


0,09 


i 


11 


1,0842 


3771,90 


0,17 


1,0692 


0,17 


0,01 


X 


12 


1,0286 


8761,30 


i 0,00 


1,0588 


0,00 


— 0,01 


l 


13 


1,0242 


8786,80 


t 0,04 


1,0486 


0,04 


— 0,27 


^ 


14 


1,0208 


3722,80 


— 0,17 


1,0424 


— 0,17 


— 0,38 


V 


15 


1,0181 


8712,90 


-0,11 


1,0363 


-0,11 


— 0,27 








1 


17,4782 


2,80 





1) W. Kernst, Theoretische Chemie, 2. Aufl., 1898, p. 196—196. 

Csaber, Wtümoheinllohkeitareolmang. L 2. Aufl. ^\ 
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Die vorsteheDde Tabelle gibt außer den Beobachtungen auch 
die zur Berechnung von x benützten Größen sowie die Differenzen 
l— Ly i. i. Beobachtung — Berechnung. Eine Genauigkeitsbestimmong 
ist nicht vorgenommen worden. 

166. Beispiel LXI. Ausgleidiung von ITöhenmessimgen. Es 
sind die Höhenabstände folgender Punktepaare gemessen worden: 

(AB)-k, iAC)-k, iÄD)^l, 
{BG)~k, {BD)~k 

Zur Festlegung der relativen Höhenlage der vier Punkte A, jB, C, D 
genügen aber drei Höhenabstände , somit sind drei Beobachtungen 
überzählig. Faßt man die drei ersten Höhenabstande als die Unbe- 
kannten X, Yy Z auf, so ergeben sich folgende Fehlergleichongen: 

Aj = — /j + :r 

^8 = — ^8 + ^ 

h^-\- ^ + ^ 
^6 - — ^6 — y + ^ • 

Sind aUe Messungsergebnisse als gleich genau zu betrachten, so 
hat man zur Bestimmung von Xy py z die Normalgleichungen: 

-X— y + Sif-is+is + ^e- 
Zu ihrer Lösung bilde man die Summe: 
x + y + z = \ + l^ + l^ 

und addiere sie folgeweise zur ersten, zweiten und dritten Gleichung; 
dadurch erhält man: 

Für [AA] ergibt sich nach der Formel 

[XA] - [Zq - \al]x - [bT\y - [cl\z 
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mit Benützung der rechten Seiten der Normalgleichungen der Ausdruck: 

m-l im-hh-hh+hh+kh-hh-hh 

die Quadratwurzel aus dem dritten Teile dieses Wertes ist der mittlere 
Fehler einer einzelnen Beobachtung. 

Die Gewichtsgleichungen für x sind: 

-Ö11 + 3Ö12- 018 = 

verfährt man mit ihnen wie mit den Normalgleichungen, so er- 
gibt sich: 

^11 = 2 5 ®^^^^^ ^^* ^w ^ J > ^3« =" Y ■ 

Es ist hiemach der mittlere Fehler jeder Unbekannten dem )/^ -fachen 
mittleren Fehler einer Beobachtung gleich. 

167. Beispiel LXIZ. Staiionsausgleichung. Bei dieser handelt 
es sich um eine ähnliche Aufgabe wie bei der Ausgleichung von 
Höhenmessungeu . 

Von einem Punkte L aus sind folgende Winkel zwischen den 
Punkten JE, S, Ä, G, Fig. 17, gemessen worden: 

(ES)^ll„ {EA)-.!,, iE6)-=k 
{SA)~l„ iSG)-k. 

Die nachfolgend angegebenen Ergebnisse sind Mittelwerte aus der 
daneben angeführten Anzahl einfacher Beobachtungen: 

l, = 59«63'44",03, 16 ^ 

i,= 98 63 23,41, 8 

l, - 271 17 29 ,38, 8 

It = 38 59 38 ,97, 8 

J,=- 211 23 46 ,38, 8^). ^ „. 

Da zur relativen Bestimmimg der vier Richtungen LE, LS, 
LAy LG drei Winkel ausreichen ^ so sind zwei Messungen über- 
schüssig. Wählt man 

X-^ißS), Y^{EA\ Z^(EG) 

1) Die Europäische Längengradmessung. I. Heft. Yeröffentl. d. Eönigl. 
Preuß. Geod. Inst. etc. Berlin 1898, p. 205. 

21* 
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als die Unbekannten, die rohen Beobachtungswerte l^, l^, l^ eis deren 
Näherungswerte, so ergeben sich für die vorteilhaftesten Verbesse- 
rungen X, y, e an den Näherungswerten die Fehlergleichnngen: 



^1- 


X 


aewicbt 2 


A,- 


y 


„ 1 


A,- 


z 


« 1 


A4- 


0,41 - ic + y 


,. 1 


^-- 


- 1,03 - a- + « 


,. 1 



0,41 entsteht als Differenz aus /, — \ und Z^, — 1,03 als Differenz 
aus /| — li und \ . 

Die Bildung der Normalgleichungen gestaltet sich sehr einfach; 
es ist nämlich 



[paa] - 4, [pab] - - 1 , [pac] 1 , 


[paq - - 0,62 


[pbb]~ 2, [pbc]=^ 0, 


\^bV\ - - 0,41 


[pcc] = 2, 
sie lauten daher: 


[pcH- 1,03; 


4x- y- z 0,62 




- r + 2y - - 0,41 





-r + 2r - 1,03 

und g«ben ohne Mühe 

j- 0",103, y--0".257, jf-0",464. 

Man berechnet daraus 

l^ 0,103 

i, 0,257 

A,» 0.464 
A« - 0,257 
Aj 0,464. 

und swisohen den ausgi^lichenen Wiukebi 

/^ -r ;i, - 59*53'43".927 
/, ^ i, - 98 53 23 ,15:^ 
/, - ^S - 271 17 29 .844 
/, ^ i, - 3S 59 39 .226 
/j-iU-211 2345.917 

b«»t«h«a bein^ Widerspruch« mehr. 
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Aus den drei Systemen von Gewichtsgleichungen: 



4«„- Q» 


- «»-1 


4«.,- «, 


.,- <?M-0 


- Qu + 2«„ 


= 


-«., + 2«„ -1 


-^n 


+ 2«,, = 


-«« +2Ö„-0 




4«M- «„- «„-Ol 






-«« + 2<?„ -0 






-«,1 +2e„-ll 




findet man leicht 




Qu 


^ Y ^ TM =" 12 ^ ^83 *■ 


7 
■Ja- 



Ferner berechnet sich direkt 

[/>AA]- 0,581028, 
daraus der mittlere Fehler der Gewichtseinheit: 



endlich 

/i, = 0",539 ]/| - 0",309 , /i^ - 0",539 ]/^ - 0",415 - /*, . 

168. Beispiel XiXUI. Empirisdie Fonnd für die Länge des 
Sekundei/ipendds. Die Länge des Sekundenpendels an einem Orte 
unter der geographischen Breite B läßt sich durch die Formel: 

L = X~Yco82JB 

darstellen, in welcher X, Y Eonstanten bedeuten. Da für JB — 45® 
L ^ X wird, so heißt X die auf 45® reduzierte Pendellänge, imd T 
ist die Konstant«, durch welche die Reduktion bewirkt wird. Auf 
Grund des nachfolgend mitgeteilten Beobachtungsmaterials ist die Be- 
stimmung der Konstanten vorzunehmen.^) 

Ist l eine unter der Breite B gemessene Pendellänge, so gibt sie 
Anlaß zu der Fehlergleichung: 

A — — i + :r •— y cos 2 JB. 

Aus einer vorläufigen Rechnung ergab sich für y der Näherungswert 
0,002636 in Metern; setzt man 

y- 0,002636 (l-j^), 

so daß r^ die prozentische Verbesserung dieses Wertes bedeutet, so 
verwandelt sich die Fehlergleichung in: 

A - - Z - 0,002636 C0Q2B+X + 0,00002636 rj cos 2 J?; 



1) F. R. Heimelt, Die mathem. u. phjeik. Theor. d. höheren Geodäsie. 
U. Bd., Leipzig 18S4, p. 288 S. 
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l + 0,002636 cos 2B - r , 0,00002636 cos 2 ß - 6 

schreibt sie sich endlich: 

A r + x + bii. 

In der nachstehenden Tabelle sind die Werte von V und b f&r acht 
verschiedene Breiten zwischen und 80* und die weiter zur Durch- 
führung der Rechnung erforderlichen Größen zusammengestellt. 



Nt 


^ 


b 


bb 


6/' 


i 


11 




in Mikrons 


in Mikrons 










1 


998 668 


26,6 


660,26 


26 886 984,0 


— 18,8 


190,44 


2 


998 669 


22,9 


624,41 


22 762 601,1 


- 5,4 


89,16 


8 


998 628 


17,6 


806,26 


17 886 740,0 


+ 24,6 


606.16 


4 


998 662 


10,4 


108,16 


10 882 940,8 


- 0,8 


0,64 


5 


998 661 


1,6 


2,26 


1 490 826,6 


— 1,4 


1,96 


6 


993 656 


- 8,0 


64,00 


— 7 948 440,0 


- 7,8 


61^ 


7 


998 640 


— 16,2 


262,U 


— 16 096 848,0 


+ 6,1 


37,S1 


8 


1 998 649 


— 22,5 


606,26 


— 22 864 862,6 


- *,o 


16,00 




1 7 948 402 


81,1 


2424,01 


80 899 861,9 




984,41 




[H 


[ftJ 


[66] 


[bn 




[XI] 



Da in dem Yorliegenden Falle a^ » 1 ist für alle Werte von i^, 
so ist [aa] = 8, [afc] — [fc], [ö^]*"[^']^ ^^d es lauten daher die 
Normalgleichungen : 

Sx+ 31,1 »2- 7 948 402 

31,1 X + 2424,0i^ - 30 899 852 . 

31 1 

Multipliziert man die erste mit ~ und subtrahiert sie Ton der 
zweiten, so entsteht 

2302,7»; -447, 
woraus 

li « 0,19 
und 

P,- 2302,7. 

Kehrt man die Normalgleichungen um: 

2424,0ij + 31.1ar - 30899 852 
31,1 jj-f Sj:- 7 948 402, 

. 81 1 
multipliziert die erste mit ' und subtrahiert sie von der zweiten, 

so ergibt sich 

7,6x-7 551596, 
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daraus 

a:==993549 
und 

Mit Hilfe von x, 17 können nun aus den Fehlergleichungen die k 
gerechnet werden; so ist 

?., 993 568 + 993 549 + 25,5 • 0,19 13,8 

usw.; die Werte sind in die Tabelle eingestellt. 

Der mittlere Fehler einer Gleichung ist hiemach 



^-1/t=T = 12,5 Mikrons, 



der mittlere Fehler in der Bestimmung von ?;: 

a =^^- = 0,26. 

'' 1/2808 

Wie aus den Gewichten zu ersehen, ist die Bestimmung von x 
weit unsicherer als die von iy; der mittlere Fehler von x: 

tt_ =- -^- — 4,5 

beträgt 4^ Mikrons. 

Für y ergibt sich jetzt der Wert 

y == 0,002636 (1 - 0,0019) - 0,002631 

mit dem mittleren Fehler 

0,002631. 0,0026. 

Mithin lautet die empirische Formel mit Angabe der mittleren 
Unsicherheit in y: 

2 « 993 549 - 2631 (1 T 0,0026) cos 2B 

in Mikrons, oder, wenn man cos2B durch 1 — 2 sin^B ersetzt: 

2 = 0,990918 { 1 + (0,005310 ^F 0,000014) sin'B) 

in Metern. 

169. Beispiel LXiV. Empirische Formel für die Spannkraft 
des gesättigten Wasserdampfes. Magnus hat im Anschlüsse an Unter- 
suchungen von August für den Zusammenhang zwischen der Spann- 
kraft S und der Temperatur t des gesättigten Wasserdampfes die 

Formel 

tr 

aufgestellt, in welcher X, Y, Z Konstanten bedeuten. Für diese sollen 
auf Grund des in den zwei ersten Kolonnen der weiter unten folgen- 



328 Zweiter Teil. AuBgleiclrangBreclmimg. 

den Tafel mitgeteilten, von Magnus stammenden BeobachtiuigB- 
materials die vorteilhaftesten Werte gefunden werden. 

Es bieten sich zur Lösung dieser Aufgabe zwei Wege dar 
(s. Nr, 162). Logarithmiert man (1), so entsteht: 

logS=logX+A^-^; 

entwickelt man den Bruch mit EUlfe von Näherungswerten 1^, Z^ 
für Yj Z nach den Korrektionen y, z^ so gibt er bei Beschränkung 
auf deren erste Potenzen: 

und wenn { die zu < gehörige Beobachtung ist, so entsteht die Fehler- 
gleichung: 

^ = -log? + ;,;5, + loga: + ^,y-(^*^.., (2) 

die linear ist in bezug auf logjt:, y^ z\ bei weiterer Führung der 
Rechnung wäre ihr das Gewicht 

oder ein zu V proportionales Gewicht beizulegen, weil M eine Kon- 
stante, den Modul der gemeinen Logarithmen, bedeutet 

Der zweite Weg besteht darin, daß man die Funktion in (1) 
selbst mit Hilfe von Näherungswerten Xq, Fq, Z^ aller drei Kon- 
stanten nach den Korrektionen x, y, z entwickelt. Setzt man 

iäs. - l02^+~i = o --" = X 10^»+' • -— = ^ *'■-*- a - ft 






(3) 



80 ergibt sich für die Beobachtung { die lineare Fehlergleichung: 

X^ — V + ax + by + cz. (4) 

Dieser Vorgang ist dem früheren, hauptsächlich weil er die be- 
schwerliche Berücksichtigung der Gewichte erspart, vorzuziehen. 

In der folgenden Tabelle sind neben dem Beobachtungsmaterial 
(t, I) die nach den Formeln (3) gerechneten Koeffizienten der Fehler- 
gleichungen zusammengestellt und die aus der weiteren Rechnung 
hervorgegangenen Abweichungen X angefügt. Was die Nähemngs- 
werte anlangt, so verschafft man sich solche durch Anwendung der 
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Gleichung (1) auf drei Beobachtungen; für ^ — hat man sogleich 
X^ = 4,53; die andern zwei Gleichungen bringt man durch Logarith- 
mieren auf die Form: 



^0 



t log 



X,' 



80 daß sie linear werden in bezug auf Y^, Zg. 
geführte Rechnung ergab: 



Eine derart durch- 



Xo-4,63, Y,^l4o, Zo- 234,70. 



Nr. 


Tempenttnr 


Spannkraft 

2 mm 


a 


b 


^ 1 
1 


r 


X 
mm 


1 


— 6,81 


2,95 


+ 0,672 


— 0,161 


+ 0,005 


— 0,096 


+ 0,036 


2 


— 3,64 


8,46 


0,763 


— 0,124 


+ 0,006 


— 0,007 


— 0,068 


8 


+ 0,00 


4,526 


1,000 


0,000 


0,000 


— 0,006 


— 0,078 


4 


8,01 


7,93 


1,761 


+ 0,606 


— 0,018 


— 0,049 


- 0,082 


5 


11,98 


9,88 


2,300 


1,166 


0,086 


- 0,641 


+ 0,376 


6 


16,82 


18,62 


8,149 


2,196 


0,064 


-0,746 


+ 0,687 


7 


28,85 


22,24 


4,867 


4,681 


0,186 


+ 0,194 


— 0,490 


8 


85,96 


48,96 


9,763 


13,523 


0,873 


- 0,266 


— 0,280 


9 


44,90 


71,20 


16,717 


26,826 


0,726 


+ 0,002 


— 0,697 


10 


62,12 


101,40 


22,688 


42,806 


1,112 


— 0,903 


+ 0,028 


11 


68,68 


189,72 


30,910 


64,490 


1,686 


— 0,893 


— 0,166 


12 


74,47 


281,66 


62,800 


166,620 


8,728 


— 0,649 


— 0,889 


18 


78,83 


880,68 


73,162 


190,924 


4,648 


— 1,248 


— 0,381 


14 


82,26 


887,66 


86,766 


282,136 


6,465 


— 1,866 


— 0,283 


15 


86,21 


468,31 


100,819 


281,098 


6,628 


— 8,807 


+ 2,109 


16 


91,84 


662,20 


122,213 


867,108 


8,160 


— 0,692 


— 1,115 


17 


93,66 


602,68 


133,364 


896,762 


9,008 


— 2,314 


+ 0,624 


18 


99,89 


748,49 


164,664 


610,687 


11,881 


— 1,916 


+ 0,849 


19 


100,87 


784,07 


173,647 


644,066 


12,079 


— 6,489 


+ 4,922 


20 


104,64 


895,83 


198,293 


637,768 


18,999 


+ 3,436 


-4,772 



Nach AusrechnuDg der Snmmenkoeffizienteii ergeben sich die 
Normalgleichungen : 

167 743,1226 x + 476833,1814 y - 10722,0171 e 1816,8964 

476833,1814« + 1 449 178,8203 y - 32531,7187« 6302,7052 

-10722,0171a;- 32531,7187 j^ + 740,5679«- 121,6599. 

Eliminiert man nach dem Nr. 161 erläuterten Vorgange nach und nach 
X und y, so gibt die Endgleichung: 

9,9061^ = 1,0019 
gleichzeitig 

«-0,1011 und j), = 9,91; 

aus dem auf diese Weise entspringenden System reduzierter Normal- 
gleichungen: 

X + 3,0228 y - 0,0679« 0,0116 

y- 0,0155«- 0,0243 
« - 0,1011 
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folgt durch Substitation: 

y- 0,0259, z 0,0829. 

Durch ümstellong der NormalgleichuDgen ergab sich weiter: 
l>y = 6548,36, p, -816,35. 
Hiernach sind die verbesserten Werte der Eonstanten: 
X^ + x^ 4,53 - 0,0829 =- 4,4471 
l\ + y^ 7,45 + 0,0259 ^ 7,4759 
Z^ + z^ 234,70 + 0,1011 ^ 234,8011, 
und es lautet die empirische Formel: 

7^759 t 



5 = 4,4471. 10»*'*»" + '. 



Aus 



(5) 



[AA]« 55,3481 
berechnet sich der mittlere Fehler einer (Gleichung: 



-|/66,3481 - Q^ 

daraus folgen die mittleren Fehler der Eonstanten: 



1,80 



Nachstehend ist für einige Temperaturen der nach Formel (5) 
berechnete Wert von S neben denjenigen gestellt, welcher sich in 
Eohlrauschs ,Jieitfaden der praktischen Physik**, 8. Aufl., 1896, 
S. 469 — 470 angegeben findet. Man wird daraus entnehmen, daß die 
Formel namentlich für nicht zu hohe Temperaturen den Ghmg der 
experimentell bestimmten Werte gut wiedergibt. 





Spannnnff 


Temperatur 






nach (6) 


nach Kohlrausch 


— 10« 


2,1"^ 


a ofwi 





4,4 


4,6 


+ 10 


9,0 


9,1 


20 


17,2 


17,4 


30 


31,8 


81,6 


40 


64,5 


64,9 


60 


91,3 


92,0 


60 


148,8 


148,9 


70 


281,7 


288,3 


80 


358,1 


356,4 


90 


524,8 


525,9 


100 


760,2 


760,0 
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§ 3. Bedingte Beobachtniigen. 

170. ProblemateUimg. ZurflokfUimng auf ▼ermittelnde 
Beobachtiingen. Für die Orößen X^, X^, • • • X^ seien darch Be- 
obachtung die Werte l^, l^, • • • Z^ erhalten worden. Sind jene unab- 
hängig von einander, so kann der Fall unter die Form vermittelnder 
Beobachtungen gestellt werden wie folgt; Es ist die Größe 

r^aX, + bX,+ '"+gX^ 

n-mal beobachtet worden, und den einzelnen Beobachtungen ent- 
sprechen die nachstellenden Wertgruppe^i von V und der Parameter 
o, 6, . • . 5r: 

/,; 1, 0, 0, ... 

W. 0, 1, 0, ... 



h\ 0, 0, 0, ... 1. 
Daraus ergibt sich das System der Fehlergleichungen: 
X^^-l^ + x, 



aus dem wieder das System der Normalgleichungen hervorgeht: 

Xj = U 

^\ = Ky 
das nichts anderes besagt, als daß in diesem Falle der vorteilhafteste 
Wert einer jeden Unbekannten der durch die Beobachtung für sie 
ermittelte Wert sei. Die Summe [AA] nimmt dabei den absolut 
kleinsten Wert, 0, an. Daraus ist aber nicht auf Fehlerfreiheit der 
Beobachtungen zu schließen; vielmehr ist, da sich keine Widersprüche 
ergeben können, kein Mittel zur Beurteilung der Genauigkeit vor- 
handen. 

Anders gestaltet sich die Sache, wenn zwischen den Größen 
Xj, Xg, . . . X^ Gleichungen bestehen, welche a priori gegeben sind. 
Dann muß den vorteilhaftesten Werten x^, x^j • • • x^ die Bedingung 
auferlegt werden, daß auch sie jene Gleichungen erfüllen. Dies hat, 
da die rohen Beobachtungsergebnisse vermöge ihrer Fehlerhaftigkeit 
diese Bedingung nicht erfüllen werden, Gleichungen zwischen den 
Verbesserungen A^, Aj, • • • A„ znr Folge, die an Z^, Z^, • • • ?„ an- 
gebracht werden müssen, um sie in x^, x^, - * • x^ überzuführen. 
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Es seien 

/;(x., X,,.-. x,)-o 

/;(x., x„... xj = o ^j^ 

/;(x„ x„... xj = o 

die Gleichungen, welchen Xj, X,, • • X^ zu genügen haben — die 
Bedingtifigsgleichnngen. Ihre Anzahl r ist notwendig kleiner ab n. 
Dann wird verlangt, daß auch 

fii^i, ^,. • • • ^j =/;a, + ^,h + ^,-'K + ^n)-» 
/;(«„ X,,--- x,)-u\ + K.h + ^,--K + K)-^ 

sei. Entwickelt man die linken Seiten and setzt dabei zor Abkfiraing: 



fr ik, h> ■• K) = «'r 

80 entstehen die Gleichungen: 

«1^1 + ^2^ + • • • + (^n^n + '^'l = ^ ^^®r [^^] + «'l — 



(*) 



(Jlh+lf2^t+ ••• +^«-^n + ^^>-0 „ D/AJ+IT^-O. 



Diese Form der Bedinguiigsgleichungen ist streng, wenn die (1) linear 
waren: im andern Falle stellt sie nur eine Näherung dar, die um so 
zutreffender ist, je kleiner die A sind. 

Die Größen iv^, Wj, • • • w^ bedeuten, wie aus ihrer Definition (2) 
zu ersehen, die WiderspriicJi€f die sich ergeben, wenn man in die 
Bedingungsgleichungen (1) statt der wahren Werte die Beobachtnngs- 
ergebnisse einsetzt. 

Die Gleichungen (4) gestatten, r von den A, etwa A^, Jl,, • • • 1^, 
durch die übrigen linear auszudrücken. Ist beispielsweise r « 4 und 
n =« 7, und setzt man 

^5 = i» ^6 = >?; ^ "= t) 
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80 wird 

^ I, + 0,1 + b,ij -f c,S 

A, t, + 0,1 + 6,1? + c,g 

A4 - - I4 + 0*6 + 6^12 + c^e (5) 

A, ■= ij 

A,- g. 

Das ist aber ein System von Fehlergleichungen, wie es bei ver- 
mittelnden Beobachtungen vorlag. Hat man auf Grund des Prinzips 
,y[lk] ein Minimum^' die vorteilhaftesten Werte von ^, rj, ^ berechnet 
und mittels derselben Ji^y X^y • • • A^ bestimmt, so sind auch x^, x^,"X^ 
gefunden. 

Es ist demnach die Ausgleichung von n Beobadttungen mit r Be- 
dingungsgleichungen zurückfQhrbar auf die Ausgleichung von n ver- 
miUdnden Beobachtungen mit n -- r ünbekamUen. 

171. Direkte LSsimg des Problems. Außer der eben dar- 
gestellten indirekten Losung läßt das Problem eine direkte Lösung 
zu, die auf dem Prinzipe beruht, die Summe [IX] so klein zu machen, 
als es die Bedingungen (4) gestatten. Analytisch kommt dies darauf 
hinaus, das System der X so zu bestimmen, daß 

[XX] ein Minimum 

werde unter gleichzeitiger Erfüllung der Gleichungen: 

[aX] + w, = 0, [bX] + w,^0, ... [gX] + w,^0', (4) 

dies aber ist dann geschehen, wenn man die X und die Größen 
hl, k^9 ' " k^ so bestimmt, daß die Funktion 

[XX']^2h,[[aX] + w,]-2h,[[bX-] + w,\ 2k,{[gX] + w,] 

ein absolutes Minimum erlangt und die Gleichungen (4) befriedigt 
werden. 

Die Ausführung dieser Forderung, wobei wir uns auf den Fall 
dreier Bedingungsgleichungen beschranken, fCLhrt auf das Gleichungs- 
system: 

[aX] + w^^O, [6A] + w;,-0, [cX] + w^^O, (4*) 

das aus n + 3 Gleichungen besteht und daher zur Lösung der Auf- 
gabe gerade ausreicht. 
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Die Hilfsgrößen k\f k^, • • • k^ heißen Korrel<iten^^) die Glei- 
chungen (6), welche die A durch sie ausdrücken, die KarreiaieH' 
gleichungefh 

Durch Einsetzung von (6) in (4*) ergeben sich die Normal' 
gleichungen: 

[aa]k, + [ab]k^ + [ac]k^ + tCi - 

[ab]k, + [bb]k, + [b€]k, + ti;, - (7) 

[ac]\ + [bc']k^+ [cc]k^ + w^ = 0, 

die ähnlich gebaut sind wie die Normalgleichungeu bei Termittelnden 
Beobachtungen und zur Berechnung der Korrelaten dienen. 

Ist diese vollzogen, so gibt die Eintragung der gefundenen Werte 
in (6) das vorteilhafteste System der A, und damit ist auch das Torteil- 
hafteste System der Werte der Unbekannten gefunden: 

^1 - 'i + ^1. ^i-k + ^iy ' ^n--h + K' (8) 

Zur Auflösung der Normalgleichungen wird man, sobald ihre 
Zahl größer und ihre Koeffizienten vielziffrige Zahlen sind, das in 
Nr. 161 erläuterte Verfahren anwenden, das schließlich zu dem System 
reduzierter Normalgleichungen hinführt: 

^1 + [aä] *« + "[a«]' *» + '[äa] ^ ^ 

^ [c c • 2] 

Dabei haben die neu eingeführten Symbole [w^ • 1], [tr, • 1], 
[w^ • 2] folgende Bedeutung: 

r n [^&J 

[w^ . 1] = «;, - j- j w, 

Lt^,-l] = «',-[-"|]u', (10) 

K.2] = K.1]-[^]K.1]. 

Es erübrigt noch die Geruiuigkeitsbestimmung, Was den mUüeren 
Fehler mier Bedbachtuyig anlangt, so ergibt sich dieser aus der Be- 
merkung am Schlüsse der vorigen Nummer, wonach die Aufgabe der 
Ausgleichung von n Größen mit r Bedingungsgleichungen äquivalent 

1) Helmert, Die AusgleichangBrechnung usw., 2. Aufl., Leipzig 1907, p. 228, 
bezeichnet die AnsgleichuDg bedingter Beobachtungen als „Koirehkten - Au»- 
gleichong/^ 
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ist der Ausgleicliung von n vermittelüden Beobachtungen mit u^n — r 
Unbekannten; mithin ist nach Nr. 159, (20): 



.l/L^iJ. 



(11) 



Dieser mittlere Fehler bezieht sich aber anf die einzelne Beob- 
achtung als solche, nicht aber auf die ausgeglichene Beobachtung, die 
durch die Ausgleichung mit den andern in Kombination getreten ist. 
Um z. B. den mittleren Fehler von 

^1 = 'i + ^1 
zu bestimmen, wäre der folgende Weg einzuschlagen: Nach (6) stellt 
sich Aj durch die Korrelaten dar; fdr diese ergeben sich aus (7) 
lineare Ausdrücke der W] die w aber sind nach (2) Funktionen der 
unabhängig erhaltenen Beobachtungen l^, l^, • • • Z^; folglich ist x^ 
auch eine Funktion dieser letzteren Größen, und sein mittlerer Fehler 
ist mit Benützung von fi nach den Vorschriften der Nr. 165 zu be- 
rechnen. Wir begnügen uns mit dieser Angabe des wesentlichen Ge- 
dankenganges, der immer zu befolgen ist, wenn es sich um die Ge- 
nauigkeitsbestimmung einer Funktion der ausgeglichenen Beobachtungen 
handelt, und verweisen bezüglich der systematischen Durchführung auf 
die spezielle Literatur^). 

Eine summarische Rechnungskontrolle besteht in der zweifachen 
Bestimmung von [AA]. Außer der direkten, welche in dem Quadrieren 
der einzelnen A und darauf folgender Summenbildung besteht, gibt 
es eine indirekte Berechnung jener Summe. Multipliziert man nämlich 
jede der Gleichungen (6) mit dem entsprechenden A und bildet hierauf 
die Summe unter Rücksichtnahme auf (4*), so ergibt sich: 

[AA]--[M. (12) 

172. Forteetumg. Beobachtungen nngleioher Oenanlg- 
keit. Sind die Beobachtungen l^, l^, • • • l^ ungleich genau, und ist 
das Verhältnis ihrer Genauigkeit durch die Gewichte p^, p^, - - - p^ ge- 
geben, so bilden die Forderungen: 

[pAA] ein Minimum, 

[aA] -hu^i = 0, [bX] + w^^O, [cA]-t-u?3 = (4**) 

die Grundlage der Lösung. 

Durch Differentiation der Funktion 

[pAA] - 2Jc^ {[aX + w,}- 2k^{[ik + w^]- 2]c^{[cX] + w^] 

bezüglich der einzelnen A und NuUsetzen der Ableitungen ergeben 
sich die KorreicUengleichungen: 

1) Z. B. bei Heimelt, Die AuBgleichnogBrechnimg nsw., 2. Aufl., Leipsdg 
1907, p. 286 ff. 

i 
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Auagleiohan^iechiuuig. 


^1 




A-.+^-<.+^-». 


A, 




K^lK+l-K 


K 


a 





(6*) 



ihre Einführung in die Bedingungsgleichungen (4**) liefert die Normal' 
gleichungen: 

[y]*^+[y]^-«+[y] *» + -«=-« ('•) 

deren Auflösung nach demselben Schema vor sich geht wie im Falle 
gleich genauer Beobachtungen. Aus den Korrelaten berechnen sich 
nach (6*) die Verbesserungen und mit diesen die ausgeglichenen Be- 
obachtungen: 

^i-h + ^, ^,-h + ^. •' ^n-K + K' (8*) 

Für den mitUeren Fehler der Gewichtseinheit gilt nun die aus (7*), 
Nr. 160 hervorgehende Formel: 



-VH 



wenn r die Anzahl der Bedingungsgleichungen bedeutet 

Der Beobachtung l^ an sich, also vor der Ausgleichung, kommt 
der mittlere Fehler 

zu; um den mittleren Fehler der ausgeglichenen Beobachtung 
Xv^h + Xy zu bestimmen, müßte der am Schlüsse der vorigen 
Nummer angedeutete Weg eingeschlagen werden. 

Die Summe [pkk] kann auch hier zur Eontrolle auf indirektem 
Wege bestimmt werden; es ergibt sich aus den Gleichungen (6*) mit 
Zuhilfenahme von (4**) so wie im früheren Falle: 

[pXk] \ktv], (12*) 

173. Beispiel LXV. Winkdausgleichung in einem Dreieck, a) Für 
die Winkel des Triangulierungsdreiecks MOL sind durch gleich ge- 
naue Beobachtungen die Werte: 
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l^ - 69« 35' 12",61 
?2 - 67 46 2 ,28 
Z, = 42 38 45 ,97 

gefunden worden,^) deren Summe 

h+h + h- 180« 0' 0",86 

beträgt. Da vermöge der Ausdehnung des Dreiecks sein sphärischer 
Exzeß zu 0",41 gefunden wurde, ist 180«0'0",41 die theoretische 
Winkelsumme, folglich 0,86 — 0,41 = 0",45 der Widerspruch, und 

^ + ^ + h + 0",45 = 

die von den Verbesserungen zu befriedigende Bedingungsgleichung. 

Da a^ = flj = aj =» 1 und alle weiteren Koeffizienten in der all- 
gemeinen Darstellung Null sind, lauten die Korrelatengleichungen: 

Af* ^"^ A^ ^^ Aq "^ A. • 

die einzige Normalgleichung: 

3)fc + 0",45 = 
gibt 

Ä=.~0",15; 
somit ist auch 

A,==A,»»A3 = -0",15. 

Der Widerspruch ist also im Falle gleicher Genauigkeit der Beobach- 
tungen auf die drei Winkel gleichmäßig zu verteilen; die ausgeglichenen 
Beobachtungen: 

X, - 69« 35' 12",46 

X, = 67 46 2 ,13 

x^ = 42 38 45 ,82 

ergeben die durch die Theorie geforderte Summe. 

Weil [XX] ^3' 0,15« = 0,0675, so ist der mittlere Fehler einer 
unausgeglichenen Beobachtung 



.-|/M?1^ = 0'>. 



Um den mittleren Fehler der ausgeglichenen Beobachtung x^^l^^ X^ 
zu erhalten, beachte man, daß X^ =* k, weiter Ä- =» r- und 



1) Die eoiopäische Längengradmessung. Veröffentlich, d. Eönigl. Preaß. 
Geod. Inst., Berlin 1898, p. 260. 

Csuber, Wfthncheixüiohk«itirechnang. I. 2. Aufl. ^^ 
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w =- ?i + ?8 + ?3 — S ist, wenn S die theoretische Winkeleuinme be- 
deutet; mithin ist 

i' -L 1 7 Jl 7 ^ 

^1 "" 3 "^ 3 'i 3 '2 ~" y ^ 

und daher nach (2), Nr. 155: 

ebenso groß ergeben sieh ft, und jif, . 

b) In einem Dreieck wurden die Winkel durch Repetition ge- 
messen; es ergaben sich die Resultate: 

/j = 81<> 21' 43",36 aus 70 Repetitionen 

i, = 25 16 28 ,85 „ 101 „ 

?a = 73 21 46 ,35 „85 „ 

Der sphärische Exzeß berechnete sich mit 0'',138; daher zeigt 

k + h + h- 179«59'58",66 
gegenüber der theoretischen Summe 180® 0' 0",138 einen Widerspruch 
fi; = — 1",578, so daß die Bedingungsgleichung 

Ai + Aj + As - 1",578 = 

' zu befriedigen sein wird. 

Die R^petitionszahlen bilden zugleich die Gewichte der Beobach- 
tungen, und da in der einzigen Bedingungsgleichung alle Koeffizienten 
gleich sind, so lauten die Korrelatengleichungen: 

und die Normalgleichung: 

[-^]ä- + «- = o, 

80 daß 

7- '^ ^ ^'>l® ^ 43" 894 



Mithin ist 



,,-Ü:-£H*.o",627, ;i,-i»^^?l-0",435. A. - i»^* - 0",516, 

und die ausgeglichenen Winkel 

a;j=?j+A,= 81»21'43",987 

a;« - ^ + ^ = 25 16 29 ^85 

a^s = ^$ + ^ •= '^3 21 46 ,866 
ergeben die theoreÜBche Summe 180°0'0",138. 
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Darch direkte Ausreclinung findet man 
[pXl] - 69^648, 
mittels der Kontrollgleichung 

[pXk] - 43,894 . 1,578 = 69^647; 
daraus bestimmt sich der mittlere Fehler der Gewichtseinheit: 

/i=|/69,264'8 = 8%32; 
die unausgeglichenen Beobachtungen haben somit die mittleren Fehler: 

M. = 4 = l",00, ..»^'^-0",83, M.-^-0",90. 
Um den mittleren Fehler des ausgeglichenen 

zu finden, beachte man, daß A^ = — , weiter Ä = — -—z:, und 

w^l^ + l^ + l^ — S, wenn S die theoretische Winkelsumme bezeichnet; 
mithiii ist 

_!_• /1 \7 ^7 7 

^•[7] \ ^-ß]/ ^'[7]' ^'[7]*' 

rmd nach (2), Nr. 155: 



-(."|/-^pAl«' -0",77; 



ebenso ergibt sich 

'-" '*]/^J - = '^"'''' '*-=' '^l/^^T^ " '"'''• 

Wie in beiden Fällen zu bemerken, werden die mittleren Fehler 
der Winkel durch die Ausgleichung vermindert. 

174. Beispiel LZVI. Ausgleichung eines Vierecks. In dem 
vierpunktigen Dreiecksnetz ABCD^ Fig. 18, sind für die durch Bogen 
und Nummern bezeichneten Winkel folgende gleich genaue Werte er- 
halten worden: 

22* 
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?1 = 


37«18'52",27 


h = 


53 1 47 ,98 


h" 


96 32 31 ,84 


l^•~ 


27 41 29 ,31 


?5 = 


62 32 24 ,28 



l^ = 114 59 39 ,89. 

Da zur Festlegung der relativen Lage von vier Punkten Tier 
Winkel ausreichen, so sind zwei Messungen überschüssig; daher werden 
zwischen den Winkeln zwei unabhängige Bedingungsgleichungen sich 
aufstellen lassen. 

Die eine ergibt sich aus dem Dreieck ACD, weil darin alle drei 
Winkel gemessen sind; sie lautet: 

^l + ^4+^6+«'l = (1) 

mit 

tv.-h + h+h-il^iQ^ + E) 

und heißt eine Winkelgleichung. 

Würde man nach Ausgleichung dieser drei Winkel das Dreieck 
ACD konstruieren, durch C einen Strahl unter dem Winkel l^ gegen 
CD ziehen, in diesem Strahl den Punkt B so bestimmen, daB der 
Winkel CBD gleich l^ wird, endlich durch B einen Strahl unter dem 
Winkel l^ gegen BC führen, so würde dieser wegen der Fehlerhaftig- 
keit der Winkel Z^, l^, /j nicht durch A gehen, das Viereck würde 
sich nicht schließen. Die Winkel müssen daher noch derart abgeändert 
werden, daß für eine Länge, die sich mittels der gemessenen Winkel 
auf zwei verschiedenen Wegen rechnen läßt, beidemal derselbe Wert 
erhalten werde. 

Für f ergibt sich aus dem Dreieck ACD der Ausdruck: 

f %in(/,+ A,)^ 
aus dem Dreieck ABC findet man zunächst: 

' «8in(i, + i,-/,-0' 
und für a aus dem Dreieck ABD: 

_ ^ Bing, + ^> + ?5 + ^5 + ?6 + ^.- 180^) . 

daher ist auf dem andern Wege 
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Durch Gleichsetzling beider Resultate ergiht sich die zweite Be- 
diugungsgleichung, eine sogenannte Seifengleichung: 

s in (^ + X5 — h T ^4^?!?. (^6 + ^e) ^ ^(h + h — h — ^«) 1 /9\ 

6in(Z, + X3)8in(/, + i,)8in(Z, + i, + Z, + i, + /e + Ae~180«)"-'- ^^^ 

Die Gleichung (1) besitzt bereits die lineare Form 

[aX] + tv, = 0, 

und zwar ist (der Exzeß des Dreiecks = 3",74) 

Oj = a^ = flfß « 1, a, -= a, = as = 0, 

u\ = 180<>0' 1",47 - 180« 0' 3",74 « - 2",27. 

Bei (2) muß diese Form erst hergestellt werden durch Entwick- 
lung nach den A. Logarithmiert man zu diesem Zwecke und setzt: 

iv^ = log sin («5 — /J + log sin l^ + log sin {l^ — l^) 

— log sin Z3 — log sin l^ — log sin (/^ + ^5 + ^6"" 180®), 

so sind die Koeffizienten der zweiten Bedingungsgleichung 

die Ableitungen von W2 nach den l, also z. B. 

h-^-- Micotgil,^],) + cotg(/,+ ^5+ «e- 180^) 

usw.; M bedeutet den Modul des gemeinen Logarithmensjstems. 
Diese umständliche Berechnung der Koeffizienten kann mit Hilfe der 
Differenzen in der logarithmisch -trigonometrischen Tafel umgangen 
werden; ist nämlich l ein endlicher und X ein sehr kleiner^ in Sekunden 
ausgedrückter Winkel, so kann mit zureichender Schärfe 

log sin (/ -f A) = log sinl + ^ ' k 

gesetzt werden, wenn z/ die Differenz zu log sin l pro 1" bedeutet. 
Demnach hat man zur Berechnung von w^ selbst und der Koeffizienten 
folgenden Ansatz: 

log8in(?5-«^+A5-Aj - 9,7569478.1 - 30,2 A^+ 30,2 /l^ 

log8in(Je + Ae) = 9,9572954.1 - 9,9 A^ 

logsinil^ + U + ^ + X,) ^ 9,837 9094.7 - 22,2 A, + 22,2 Aa 

29,5521526.9 

logsinCJj+As) =- 9,9971627.6 - 2,4^3 

logBm(l^+l^) = 9,6671823.3 +40,2A^ 

log sin (''l\^\'^^^) - 9,8878085.2+ 17,3 A, + 17,3^^ + 17,3/1. 

29,5521536.1 
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Durch Subtraktion der unteren Gruppe von der oberen ergibt sich 
die Bedingungsgleichung: 

- 39,5 Aj + 24,6 Aj - 70,4A^ + 12,i)A5 - 27,2 A« - 9,2 - 0. 

Dividiert man hier, um auf kleinere Zahlen zu kommen, dnrch 10, so 
kann man die Bedingungsgleichwtgen endgültig schreiben: 

^ +A, +Ae- 2,27-0 

- 3,95 A^ + 2,46^3 - 7,04 A^ + 1,29 A5 - 2,72Ae - 0,92 =- 0. 
Dies führt zu den Korrelatengleichungen: 

A, = Ä-, 

A, - - S,9:>kt 
A,= 2,46Ä-, 
X^ = A-j - 7,04fc, 
A5- 1,29 t-, 

daraus ergeben sich die Normalgleichungen: 

3,00)ti- 9,76A-,- 2,27-0 

- 9,76*1 + 80,28ifc, - 0,92 - 0; 

ihre Auflösang liefert: 

Äi- 1,3139 

*,- 0,1712; 
hiermit berechnen sich aus den Eorrelatengleichungen: 

A, - + 1",314 

A, ,677 

A,- + 0,420 
X^_ + 0,108 
A, = + ,220 
A,- + 0,848. 
Die ausgeglidienen Winkel des Netzes sind sonach: 
a;i = ii+Ai= 37«18'53",584 
a;,_Z, + A,= 53 147 ,303 
«j — ij + X, = 96 32 32 ,260 
Xi-U+lt= 27 41 29 ,418 
Xj = Zj + A, = 62 32 24 ,500 
a;g = Zg + Ag - 1 14 59 40 ,738; 
sie fahren zu einer widerspruchsfreien Berechnung desselben. 
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Auf direktem Wege findet man 

[AA] = 3,1405, 

während sich indirekt, durch Benützung der Korrelaten und der 
Widersprüche, in genügender Übereinstimmung 

[AA] - 1,3139 . 2,27 + 0,1712 • 0,92 = 3,1400 

ergibt; hiemach ist der mittlere Fehler einer Winkelmessung: 

04 



,-y^ 



r',25. 



An ihn hat die Genauigkeitsbestimmung der ausgeglichenen Winkel 
anzuschließen.^) 

1) Bezüglich der Anwendungen der Methode der kleinsten Quadrate, ins- 
besondere auf Probleme der Geodäsie, aber auch Fragen physikalischer Natur, 
auf Interpolation u. a. sei auf die nach dieser Richtung sehr reichhaltige 2. Auf- 
lage von Helmert, Die Ausgleichungsrecbnung etc., Leipzig 1907, verwiesen. 



Dritter Teil. 

KoUektivmaßlehre, 



§ 1. KoUektivgegenstände und die Mittel zu ihrer Beschreibung. 

176. BegrüflBbeBtimmimff eines KoUektivgegeiurteiidee» 

Naturobjekten, Naturerscheinungen, Erzeugnissen menschlicher l^tig- 
keit, physischer wie geistiger, sozialen Vorgängen gegenüber erwachsen 
der Wissenschaft mannigfache Aufgaben. 

Soll von einem Ding, einer Erscheinung, einem Vorgang, kors 
von einem einzelnen Wahmehmungsobjekt eine Beschreibung g^eben 
werden, bo handelt es sieh um die Angabe solcher Merkmale, auf 
Orund deren das Objekt erkannt und von andern gleichartigen unter- 
schieden werden kann; es ist eine Individuaibeschreibung^ die auf solche 
Weise zustande kommt. 

Um eine Art oder Gattung von Objekten zu beschreiben, hat 
man einen solchen Komplex von Merkmalen zusammenzustellen, mit 
dessen Hilfe es möglich ist, über die Zugehörigkeit eines Objekts zur 
Gattung zu entscheiden; eine solche Beschreibung, eine Gattungs- 
beschreibunff j erfordert die vergleichende Betrachtung einer Vielheit 
von Objekten; sie ist das Produkt einer Abstraktion, weil von manchen 
Eigenschaften, die bei der Individualbeschreibung notwendig wären, 
abgesehen wird. Die Gattungsbeschreibung bestimmt den Begriff der 
Gattung. 

Objekte einer Gattung lassen häufig eine Klassifizierung nach 
einzelnen Merkmalen oder Merkmalkomplexen zu. 

Eine Menge von Objekten werde als gleichartig angesehen, oder 
sie sei es wirklich, in allen Merkmalen bis auf eines, das von Objekt 
zu Objekt variiert; ist dieses Merkmal eaJüenmäßig darstellbar, so 
eignet sich die Menge zum Gegenstande einer mathematischen Be- 
arbeitung, deren erster Schritt dariu bestehen möge, daß man die 
Objekte der Menge nach diesem Merkmal ordnet. Dabei wird, im 
Gegensatze zur Gattungs- und Individualbeschreibung, von allen übrigen 
Merkmalen abstrahiert und nur das eine zunächst individuell behandelt. 
Würde auch noch von dem einen Merkmal abgesehen, so hätte man 
es mit einer Meuge gleichberechtigter Einheiten zu tun, wie sie dem 
Zahlproeeß zugrunde liegen. 
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Eine Menge von gleichartigen ObjeJden, die in hemg auf ein ver- 
änderlicheSy zahlenmäßig darsteUhares Merkmal geordnet werden können, 
bezeichnet man als einen KoUektivgegenstand, 

Der so festgesetzte Begriff ist sehr umfassend^ darum die große 
Tragweite der auf ihm aufgebauten Kollektivmaßlehre, Die nach- 
folgende kleine Zusammenstellung soll die Vielseitigkeit des Begriffs 
wenigstens andeuten. Vorher mögen jedoch einige seiner Detail- 
bestimmungen erörtert werden. 

Die einzelnen Objekte nennt man Exemplare des Kollektiv- 
gegenstandes oder Glieder der Kollektivreihe, ihre Anzahl (m) deu 
Umfang der Reihe. Die Bildung der Glieder ist entweder durch die 
Natur der Sache gegeben oder kann auch willkürlieh geschehen; die 
Zusammenstellung führt Beispiele fdr beides an. 



Kollekti vgegen stand 



Exemplax 



Ordnendes Merkmal 



1. Ziehungen ans einer Urne 
mit weißen und schwarzen 
Kngeln 

2. Komposite Blüten einer .\rt 
8. Prosasprache eines be- 
stimmten Idioms 

4. Geburten bestimmter Her- 
kunft und ans bestimmter 
Zeitperiode 

5. Messungen einer physischen 
GrOfie 

6. Temperaturbeobachtungen 
an einem Orte 

7. Personen männlichen Ge- 
^ schlechts und zwischen be- 
P stimmten Altersgrenzen etc. 



Serie von s Ziehungen i H&ufigkeit weißer Kugeln 



Einzelblüte 
Druckseite eines darin 
geschriebenen Buches 



Serie von 
fällen 



8 Geburts- 



Ergebnis der Einzel- 
messung 

Bestimmter Tag eines 
Jahres 

Individuum 



8. Gestorbene^ männlichen Ge- | Individuum 
schlechts., bestimmter Her- ' 

kunft etc. j 

9. Personen, bestimmten Ge- ' Individuum 
schlechts, bestimmter Nati- 
onalität etc. 



Zahl der Staubfäden 
Häufigkeit des Auftretens 
eines bestimmten Buch- 
stabens 
Häufigkeit männlicher Ge- 
burten 

Messungs fehler 

Tagesmittel (Mittel zwi- 
schen höchster und nie- 
derster Temperatur) 

Körperlänge ; Brustum- 
fang; Schädelumfang; 
Kopflänge; Kopf breite; 
Körpergewicht etc. 

Sterbealter 



Farbe der Augen; Haar- 
farbe 0. dgl. 



Die Voraussetzung einer zahlenmäßigen Darstellung ist unmittel- 
bar erfüllt, wenn das ordnende Merkmal quantitativer Natur ist, wenn 
es also durch Zählung, Messung, Wägung u. dgl. festgestellt werden 
kann. Aber auch bei qualitativen Merkmalen läßt sich eine zahlen- 
mäßige Darstellung künstlich erzielen; fertigt man nämlich eine Skala 
der Abarten, Nuancen, Stufen — oder wie die Disjunktion im ein- 
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zelnen Falle heißen möge — der ordnenden Eigenschaft an und be- 
legt sie mit Zahlen, so ist damit jedem Exemplar des KoUektiT- 
gegenstandes eine Zahl zugeordnet, und darin liegt die Yorbedingiing 
der Ordnungsmöglichkeit. 

Die in der Definition aufgestellte Forderong der Gleichartigkeit 
der Objekte kann in verschiedenem Maße erfüllt sein. Je weiter man 
sie treibt, um so schwieriger wird es sein, eine KoUektiyreihe von 
genügend großem Umfang zu bilden; und auf den Umfang kommt 
es wesentlich an, weil die Ergebnisse der später Yorznnehmenden 
Uatersuchungen desto wertvoller sind, je mehr Grade, Stufen o. d^ 
des orduenden Merkmals in der Reihe vertreten sind. Ein zu geringer 
Grad von Gleichartigkeit kann aber ebenso wie ein zu kleiner Um- 
fang das Ergebnis wertlos machen. Faßt man z. B., wenn die Körper- 
lange das ordnende Merkmal ist, Kinder und Erwachsene, männliche 
nnd weibliche Personen zusammen, so darf das Resultat ernstliches 
Interesse nicht beanspruchen; hingegen kann ihm auch praktische 
Bedeutung zukommen, wenn die Personen nach bestimmten Grund- 
sätzen ausgewählt sind (z. B. Rekruten eines großen Aushebebezirks). 

176. Argument. Stetige und unstetige Kollektivgegmi- 
st&nde. Die veränderliche Zahl Xy die in ihren individuellen Werten 
das ordnende Merkmal kennzeichnet, nennt man das Argument des 
K ollekti vgegenstandes. 

Es kann in der Natur des letzteren liegen, daß x nur einer Reihe 
diskreter Werte fähig ist. Dies tritt immer ein, wenn das Merkmal 
durch Zählung festgestellt wird, wie in den Beispielen 2, 3. Wählt 
man in dem Beispiel 1 die absolute Häufigkeit der weißen Kt^eln als 
Argument, so ist x aller Werte aus der Reihe 0, 1, 2, • • • 5 fähig; ** 

1 2 

dagegen aller Werte aus der Reihe 0, — , --,-l, wenn die rdüUve 

Häufigkeit zum Argument genommen wird; ähnliches gilt im Beispiel 4. 

In allen diesen Fällen ist das Argument eine unstetige Variable, 
und diese Bezeichnung überträgt man auch auf den Koliektiygegea^ 
stand selbst. 

Man spricht hingegen von einem stetigen Kollektivgegenstand, 
wenn das Argument seiner Natur nach als stetige Variable aufza- 
fassen ist, indem es eine extensive Größe ausdrückt; Beleg hierfür sind 
die Beispiele 5 — 8. 

Das Ordnen eines unstetigen Kollektivgegenstandes besteht darin, 
daß man jedem möglichen Einzelwert x^ des Arguments die Zahl 8^ 
zuordnet, welche die Anzahl der Exemplare dieses Einzelwerts angibt 

Um einen stetigen Kollektivgegenstand zu ordnen, hat man das 

G. F. Lipps, Theorie der Kollektivgegenstände, Leipzig 1902, p. 47, be- 
zeichnet die unter einen Argumentwert, beziehungsweise in ein Interyall fallenden 
Exemplare als Variantt des Kollektivgegenstandes. 
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Oebiet der möglichen Argumentwerte in Intervalle (X-, X, + i) zu teilen 
und jedem solchen Wertinkrvall die Zahl is^ der ihm angehörenden 
Exemplare zuzuordnen.^) Die natürlichste und für die weitere Be- 
handlung zweckmäßigste Teilung ist die in gleiche Intervalle; dann 
genügt zur Kennzeichnung eines solchen Intervalls ein einziger ihm 
angehörender Argumentwert, und als solcher wird die IntervallmÄfe 
genommen; man ordnet dann die Zahl g^ statt dem Intervall seiner 

X. 4- X- 
Mitte — — *^^ — x^ zu. Die Argumentwerte X^, die die Intervalle 

voneinander scheiden, heißen Wechselpunkte, 

Die Zahl ^^ drückt die absoltUe Häufigkeit der Exemplare vom 
Argumentwert x^ in dem einen, in dem durch x^ gekennzeichneten 
Intervall im andern Fall; man sagt aber Kürze halber, ^^ sei die ab- 

solute Häufigkeit von x^. Den Quotienten - =« y,. nennt man die 

rdative Häufigkeit. 

In bezug auf alle Argumentwerte oder Argumentintervalle gilt: 

Bei unstetigen Kollektivreihen ist das Gebiet der möglichen 
Argumentwerte meist in bestimmter Weise begrenzt; so reicht, wenn 
man im Beispiel 4 Serien von je 100 Geburten bildet und die ab- 
solute Zahl der männlichen Geburten als Argument wählt, sein Ge- 
biet von bis 100, und von bis 1, wenn man die relative Menge 
männlicher Geburten (100 als Einheit genommen) als Argument benützt. 

Anders liegt die Sache bei stetigen Kollektivreihen; hier ist in 
der Regel eine bestimmte Begrenzung des Argumentbereichs nicht 
möglich; in dem Beispiel 7 lassen sich erreichbare und nicht über- 
schreitbare Grenzen der Körperlänge von vornherein nicht angeben; 
die becbachteten Grenzen werden im allgemeinen mit wachsendem m 
weiter hinausrücken. 

Für die Darstellung und zumal für die allgemeine mathematische 
Behandlung ist es vorteilhaft, die Grenzen in beiden Fällen ins Un- 
endliche rücken zu lassen, indem man festsetzt, daß außermöglichen 
Airgumentwerten, bzw. Argumentintervallen, z ^0 oder y = zuzu- 
ordnen ist. 

177. VerteilongBtafeln. Das Erheben eiues Kollektivgegen- 
standes besteht darin, daß man den jedem Exemplar zukommenden 
Argumentwert festsetzt und diese Werte, so wie sie sich ergeben, in 
eine Liste einträgt. 

Bei stetigen Kollektivgegenständen wird in der Regel nicht der 
individuelle, sondern ein abgerundeter Argumentwert in die Liste ein- 
getragen, so daß mit der Erhebung die Intervallbildung einhergeht; 
die Iniervallgröße hängt dann mit der Stärke der Abrundung zu- 



348 Dritter Teil. EollektiTmafileliie. 

sammen. Ist beispielsweise bei einer statistischen Erhebung das Alter 
der Personen ordnendes Argument^ so kann die Abmndimg ein halbes 
Jahr auf und ab betragen, so daß unter dem ganzzahligen Alter ^, 

Personen zusammengefaßt werden, deren Alter zwischen X;=»a:^— y 

und X^^^ = Xi+ Jahre beträgt. Wird bei Erhebung der Körpe^ 

länge Yon Rekruten auf ganze Zentimeter abgerundet, so hat dies den 
Sinn, daß mit x^ cm alle Rekruten verzeichnet werden, deren Korper- 

länge zwischen X,.= iP^— y und X|^i = a:^+ ^ cm betragt 

Das Ergebnis der Erhebung ist die Urliste des EollektiYgegen- 
standes. Sie bildet die Orundlage für das Ordnen desselben. Die Zn- 
sammenstellung der Argumentwerte bzw. Argumentintervalle in ihrer 
natürlichen Reihenfolge mit dem niedrigsten beginnend, und der dazu- 
gehörigen absoluten Häufigkeitszahlen z oder der relativen y liefert 
die Verteilungstafel des Kollektivgegenstandes als dessen erste Be- 
schreibung. 

Die schematische Darstellung der Verteilungstafel eines unstetigen 
Kollektivgegenstandes ist durch die nachstehende Skizze gegeben: 



(2/1) (2/2) (y») (y^) (y») 

die eines stetigen durch die folgende: 

Xj x^ Xo j'2 X3 0:3 X^ X^ Xi X.^i X^ x^ X,^, 



(yi) (ys) (y») (y.) (yj 

Errichtet man in den Punkten x^ Lote und trägt darauf nach 
einem gewählten Maßstab die zugehörigen z^ oder y,. auf, so erhalt man 
ein anschauliches Bild der Verteilung der Argumentwerte auf die 
Exemplare des Kollektivgegenstandes. Im Falle der Stetigkeit wird 
das Bild noch vollständiger und anschaulicher, wenn man die End- 
punkte der Lote durch einen Linienzug verbindet und so eine Häufig- 
keits- oder Verteüuvgsknrve des Kollektivgegenstandes konstruiert Eine 
solche Kurve kann auch im Falle der Unstetigkeit als Behelf dienen. 

Die primäre Verteilungstafel, wie sie sich unmittelbar ans der 
Urliste ergibt, kann vermöge unzureichenden Umfangs m oder weg^ 
Bildung zu kleiner Intervalle große Unregelmäßiffkeiten'aufweisen; sie 
kann auch wegen zu großer Ausdehnung die Übersicht erschweren, 
für den Zweck, den man verfolgt, zu detailliert sein. Man stellt in 
solchen Fällen aus der primären eine reduzierte Verteilungstafel her, 



§ 1. KoUektiYgegenfltände und die Mittel zu ihrer BeBchreibong. 



349 



indem man je zwei, drei oder mehr aufeinanderfolgende Intervalle zu 
einem neuen, größeren vereinigt; als seinen Vertreter wählt man wieder 
den Mittelpunkt. Behält man beispielsweise die Wechselpunkte 
Xi, Xj, X5, • • • bei, so kommen die Vertreter x^, ^2, • • • der neuen 
Intervalle an die Stellen X^, X^, • • • und es werden ihnen die Zahlen 
^i + ^i9 h+^if'" öder Vi + y^f ys + y*^ • • zugeordnet. Man kann 
aber bei derselben Siärke (Stufe) der Reduktion auch X^, X^, ^19"' 
als Wechselpunkte behalten {X^ ist dem X^ in der entsprechenden 
Entfernung vorgesetzt) und die Vertreter der Intervalle an die Stellen 
Xi, X,, • • • mit den Zahlen + z^, e^ + z^,- - - setzen. Die beiden 
80 entstandenen Tafeln unterscheiden sich dann in der Beduktionslage. 
Bei Zusammenfassung von je drei ursprünglichen Intervallen gibt es 
drei verschiedene Reduktionslagen usw. 



Primäre Vertei 


Lungs- 




tafel. 






IntervaU 1 




X, 


X.bisX,^, i 


'/ 


18 


' 17^ — 18^ 


1 


19 


18^ — 19^ 


3 


20 


19^ — 20^ 


6.6») 


21 


20^ — 21^ 


9 


22 


2l| — 22^ 


17.6 


28 


2^ — 2^ 


81 


24 


28^ — 24i 


66 


25 


24^ — 25| 


82.6 


26 


261 — 26| 


121 


27 


2H1 — 27^ 


176 


28 


271 — 28^ 


282*6 


29 


281 — 29^ 


287 


80 


291 — 80i 


836.6 


81 


301 — 8l| 


426 


82 


811 — 82^ 


602 


88 


321 — 83^ 


676.6 


84 


881 — ^^ 


671.5 


86 


34| — 85^ 


736.5 



Reduzierte 
VerteilungstafeL 





Intervall 




X, 


X^biaX^^i 


«/ 


18 


15^ - 20^ 


9.6 


28 


20i — 26| 


196 


28 


25i — 80^ 


1163 


33 


80i — 36^ 


2910.5 


38 


86^ — 40^ 


4717 


43 


40^-46^ 


6387.6 


48 


• 46| — 60^ 


1 7656 


63 

1 


60^ — 65^ 


8133.6 



Zur Illustration des Vorgebrachten ist vorstehend ein Bruch- 
stück einer primären Verteilungstafel einer Personengemeinschaft nach 
dem Sterbealter mitgeteilt und daneben eine reduzierte Verteilungs- 
tafel gestellt, die je fünf Jahresintervalle zu einem Altersquinquennium 
zusammen&ßt; die Reduktionslage ist so gewählt, daß die Mitten der 
neuen Intervalle auf die Alter 18, 23, • • • fallen; zu diesem Zwecke 



1) Die Brachteile stammen daher, daß die Zahlen dieser Kolonne das Er- 
gebnis einer rechnerischen Yorbehandlang sind. 
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müssen dem ersten Intervall 11 — — IS-^ der primären Tafel die leeren 

Intervalle 15^ — 16-, 16^-17- vorangestellt werden; ebenso wird 

am Schlüsse^ wenn die Teilung nicht aufgeht, die Hinzufägang leerer 
Intervalle erforderlich sein. 

178. VerteilnngBftmktion. Mit der Yerteilungstafel und Ver^ 
teilungskurve ist die wissenschaftliche Erforschung der EoUektivgegen- 
stände nicht erschöpft. Eine solche beginnt vielmehr erst dann, wenn 
man sich die Frage vorlegt, ob die Verteilung verschiedener Kollektiv- 
reihen nicht etwa eine einheitliche mathematische Fassung gestatte, 
durch die es möglich würde, die Verteilung eines bestimmten Kollektiv- 
gegenstandes durch gewisse Parameter, Elemente, zu charakterisieren 
und verschiedene Objektreihen auf ihre Verteilung zu vergleichen. 

Die Wahrscheihlichkeitsrechnung führt in den Ergebnissen wieder- 
holter Versuchsreihen (Nr. 86) zu theoretisch konstruierten Kollektiv- 
gegenständen, für welche sich die Verteilung a priori angeben laßt^ 
mit der dann die faktische Verteilung verglichen werden kann, und 
diese Verteilung läßt sich angenähert durch eine Funktion beschreiben, 
die nur von chiem Parameter (dem Präzisionsmaß) abhängt. 

Die Fehlertheorie operiert gleichfalls mit Kollektivreihen, als deren 
einfachster Vertreter eine Reihe wiederholter Messungen einer und 
derselben Größe anzusehen ist, und sie bedient sich einer Funktion, 
die die Verteilung der Fehler nach ihrer Größe beschreibt und gleich- 
falls nur von einem Parameter abhängt. Auch diese Funktion ist auf 
apriorischem Wege aus verschiedenen Gesichtspunkten begründet worden 
und fand vielfache Bestätigung durch die Erfahrung. 

An diese Fälle knüpfen denn auch die ersten Ansätze zu einer 
Kollektivmaßlehre an, die von A. Quetelet stammen^); dieser nahm 
ohne weiteres volle Analogie zwischen der Verteilung von Körper- 
längen, Brustumfängen u. dgl. einer großen Anzahl erwachsener Per- 
sonen und der Wiederholungszahlen weißer (oder schwarzer) Kugeln 
in einer großen Anzahl gleich ausgedehnter Ziehungsreihen aus einer 
Urne an, die weiße und schwarze Kugeln in gleicher Menge enthält; 
die Grenzform dieser Verteilung ist das Gaußsche Exponentialgesetz 
q)(x), Nr. 136, Gleichung (6). 

Auch der eigentliche Begründer der Kollektivmaßlehre, G. TL 
Fechner-), schloß sich an dieses Gesetz an. Er nahm in seine De- 
finition des Kollektivgegenstandes ausdrücklich das Moment der 
Zufälligkeit auf, indem er einen solchen als eine Gesamtheit von 
unbestimmt vielen fuich Zufall variierenden Exemplaren erklärte, die 
durch einen Art- oder Gattungsbegriff zusammengehalten werden. 



1) Lettres sur la thäoric des probabiütes etc. Bnizelles, 1S46. 

2) KoUektivmaßlchre. Herausgegeben von G. F. Lipps. Leipzig 1897. 
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Seine Tielfachen Untersuchungen an bereits Torhandenen und an eigens 
geschafifenen Kollektivgegenständen fahrten ihn aber weiter. Während 
nämlich die zu ^{x) gehörige Verteilungskurve in bezug auf ihre 
größte Ordinate Symmetrie aufweist , gelangte Fechner zu Kollektiv- 
reihen, die eine von der Symmetrie so stark abweichende Verteilung 
aufwiesen, daß die Asymmetrie als wesentlich, nicht als eine bloße 
Störung einer in der Natur der Sache gelegenen Symmetrie erkannt 
werden mußte. Er glaubte, dieser Tatsache mathematisch dadurch Rech- 
nung tragen zu können, daß er das gewöhnliche (einfache) Gaußsche Ge- 
setz zu einem zweiseitigen erweiterte, indem er die Verteilungskurve aus 
zwei Zweigen zusammensetzte, deren jeder einem Gesetz der Form q>(x), 
aber von ungleichem Präzisionsmaß, folgt und deren Gipfelpunkte zu- 
sammenfallen. Nicht in dieser anfechtbaren Erweiterung liegt Fechners 
Verdienst, sondern in der SchaflFung einer Systematik für die Unter- 
suchung von Kollektivgegenständen, in der Einführung einer Termino- 
logie für diesen Zweig der angewandten Mathematik. Wiewohl er 
ihn durch die Betonung des Zufälligen mit der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung in Beziehung gebracht hatte, sah er ihn doch als selbständig 
an. In Wirklichkeit aber ist die Kollektivmaßlehre eine Fortbildung 
der Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung, deren Ziel ja in der Be- 
stimmung relativer Häufigkeiten besteht, und anwendbar ohne Rücksicht 
darauf, nach welchem Prinzip der Kollektivgegenstand entstanden ist. 
Allgemein sei die Verteilungsfunktion eines beliebigen stetigen 
Kollektivgegenstandes zum Unterschiede von der speziellen fp(x\ aber 
in demselben Sinne verstanden wie diese, bezeichnet mit SJ(a:)^); 
dann ist 

b 

f^{x)dx 

a 

die relative Häufigkeit der Exemplare, deren Argument zwischen a 
und h liegt, und 



m 

a 



fs&{x)dx 



die Anzahl solcher Exemplare, die in einer Kollektivreihe vom Um- 
fange m zu erwarten sind. Insbesondere bedeutet 

X 

fsß{x)dx 

— 00 

mit Rücksicht darauf, daß für außermögliche Argumentwerte SS(x) = 

1) In der Bezeichnung schließe ich mich der Hauptsache nach an H. Bruns* 
Werk „Wahrscheinlichkeitsrechnung und Kollektivmaßlehre", Leipzig 1906, an, 
das eine bedeutsame Fortbildung dieses Gegenstandes gebracht hat. 
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ist^ die relative Häufigkeit solcher Exemplare, dereu Argoment wUer X 
liegt; femer ist 

OD 

/*S(»rfx = l. (1) 

Die Verteilungsfunktion eines unstetigen Gegenstandes werde mit 
Vi(x) bezeichnet; sind x^y x^,'-x^ die möglichen Argumentwerte, so 
ist X nur auf diese angewiesen und daher unstetig; man hat dann in 

i 

^U(x,) 

1 

die relative BLaufigkeit solcher Exemplare, deren Argument höchstens 
Xf ist, und wiederum 

n 

^n(x;)^i. (2) 

1 

Die Beziehung der Verteilungsfunktion zur Verteilungstafel ist in 
den beiden unterschiedenen Fällen eine ungleiche. Bei einem un- 
stetigen EoUektivgegenstand gibt die primäre Verteilungstafel an- 
mittelbar empirische Werte von U (jr), indem theoretisch 

t/, = U(:r,) z.^mVLix,) (3) 

ist. Handelt es sich aber um einen stetigen Kollektivgegenstand, so 
ist aus der Verteilungstafel ein unmittelbarer Aufschluß über 95 (x) 
nicht zu erhalten, sondern nur über bestimmte Integrale hiervon, in- 
dem theoretisch 



w 



Vi-- I ^{^i^dx, Zi = m j'^{x)dx 

X X« 

ist. 

Der Verlauf der Verteilungskurve bei allen bisher untersuchten 
EoUektivgegenständen kann in großen Zügen dahin gekennzeichnet 
werden, dass sie im außemiöglichen Gebiet mit der Abszissenachse zu- 
sammeniällt, von den Enden des möglichen Gebiets gegen einen Gipfel- 
punkt ansteigt, der zu dem dichtesten, relativ häufigsten, Wert des 
Arguments hinführt. Dabei sind Schwankungen in Folge zufölliger 
Störungen nicht ausgeschlossen, ja gegen die Enden des möglichen 
Gebiets die Regel. 

179. Summenftinktion. Unter der Summenfunktion soll die- 
jenige Funktion verstanden werden, welche die Summe der Werte der 
Verteilungsfunktion, beziehungsweise ihr Integral, vom Anfangspunkte 
des möglichen Argumentgebiets bis zu einem beliebigen möglichen 
Argumentwert, beziehungsweise bis zu einem beliebigen Wechselpunkt 
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darstellt^ je nachdem es sich um einen unstetigen oder stetigen Kol- 
lektiygegenstand handelt. Bezeichnet man sie allgemein mit ®{x)f 
80 ist im ersten Falle 

i 

^ix.)^2'\X{x,), (5) 

1 

im zweiten Falle 

Xi 

®{X,)^J^{x)dx (6) 

Die Funktion ®{x^ wächst von x^ an bei Überschreitung jedes 
möglichen Argumentwerts unstetige während sie zwischen zwei auf^ 
einander folgenden konstant bleibt, und erreicht bei x^ ihren größten 
Wert 1, den sie fortan beibehält; ihr geometrisches Bild fällt yor x^ 
mit der Abszissenachse zusammen, besteht zwischen x^ und x^ aus einer 
Folge staflFelformig angeordneter Strecken parallel zur Achse und jen- 
seits x^ in einer Parallelen im Abstände 1 von der Achse. Aus der 
Wertreihe der Summenfunktion: 

ergibt sich durch DiflFerenzbildung die Wertreihe der Verteilungs- 
funktion : 

@ (Xj) wächst vom Anfangspunkt des möglichen Gebiets stetig 
bis zum Endpunkt desselben^ von dem an es den größten Wert 1 be- 
ständig beibehält. Kennt man die Wertreihe 

@(X,) = 0, @(X,), @(X,),... <S(X,^,), 

so ergeben sich daraus nicht wie früher Werte der Verteilungsfunktion 
selbst, sondern bestimmte Integrale derselben, indem 

(B{X^)^J^(x)dx, ABiX^)^J^{x)dx, "A®{XJ^J^ix)dx. 

Xi Xt x^ 

Beschränkt man sich im Falle der Stetigkeit nicht auf die Wechsel- 
punkte und definiert allgemein 

T 

<B{x)=J^{x)dx, (7) 

— 00 

wobei die untere Grenze — 00 zunächst nur formale Bedeutung hat, 
so folgt daraus 

»W-^^^ (8) 

Csuber, Wahrtcheinliohkeitoreohnang. I. 3. Aufl. 23 
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Rein analytisch aufgefaßt wäre es demnach gleichgültig, welche 
der beiden Funktionen ^{x), @(^) man direkt bestimmt; denn aus 
®(^) ergibt sich @(a;) durch Integration, aus S(a?) erhält man S(a?) 
durch Differentiation. 

Praktisch hat die Summenfunktion, namentlich bei Voraussetzung 
der Stetigkeit, den Vorzug eines gleichmäßigeren d. h. yon Schwankungen 
freien Verlaufs, insbesondere aber den Vorzug, daß die Verteilungs- 
tafel empirische Werte derselben zu bilden gestattet, was hinsichtlich 
der Verteilungsfunktion nicht der Fall ist. Die Überlegenheit der 
Summenfunktion wird sich weiterhin deutlich herausstellen. 

180. Durohsolmittsbildnng. Einem Kollektiygegenstande 
gegenüber kann eine bestimmte Funktion des Arguments, sie heiße 
f{x), ein Interesse haben. Der Werteyorrat dieser Funktion hängt 
von der Verteilung des x, also von der Verteilungsfunktion ^(x) ab; 
als Repräsentant dieses Wertvorrats wird der Durchschnitt ^[f(x)] 
aller Werte gelten können, und dieser ergibt sich, wenn einmal ^{x) 
bekannt ist, nach der Formel 

'^[f{x)]=fnx)f8ix)dx. (9) 

— oc 

Wie man erkennt, entspricht diese Gedankenbildung derjenigen des 
Fehlerrisikos (Nr. 140). 

Wählt man f{x)^x, so ergibt sich der Durchschnitt der Argu- 

mentwerte selbst, ihr arithmetisches Mittel nach Maßgabe ihrer relativen 

Häufigkeit, kurz der ÄrgumenidurcJischnitt, in dem man seit jeher 

eine für die Materie charakteristische Größe erblickt; bezeichnet man 

ihn mit Ä, so ist 



A^'Si{x)-^fx^{x)dx, 



(10) 



Mit der Annahme /"(a?) = | rr — -4 | kommt man zu einer Große, die 
im Sinne der Fehlertheorie (Nr. 141) als durchschnittliche Abweichung 
der Argumentwerte vom arithmetischen Mittel zu bezeichnen wäre; 
nennt man sie -O*, so ist 

^^'S>[\x-A\]^f\X'-Ä\^{x)dx, (11) 

— 00 

181. Das BzponentialgeBets. Wenn die Verteilimgstafel eines 
EoUektivgegenstandes ein hohes Maß von Symmetrie aufweist, so 
kann der Versuch gemacht werden, ihr das Exponentialgesetz 

9>(A) = Ae-*'^- 
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als Yerteilungsfaiiktioii zugrunde zu legen; dies der Ausgangspunkt 
von Fechners Darstellung. 

Um diese Supposition an der Tafel prüfen zu können, braucht 
man den Parameter h; diesen bestimmt Fe ebner aus der durchschnitt- 
lichen Abweichung t nach der Formel (Nr. 141): 



und das d" selbst empirisch nach der Formel 



wobei 



A, z, + A, A=^-[xy] 



und m der Umfang der Kollektivreihe ist. 
Ist h berechnet, so hat man in 



X' 



mß{X)dl^m [f<piX)dX-ß(X)dX ] = -f U(ÄX")-<t>(AX')l 

die rechnungsmäßige Anzahl der zwischen die Wechselpunkte X', X" 
ledlenden Exemplare, die nun mit der beobachteten zu yergleichen ist. 
Zur Durchführung dieser Rechnungen bedient man sich der Taf I des 
Integrals <t>(y). 

Um einer in der Verteilungstafel hervortretenden Asymmetrie bei- 
zukommen, wendet Fechner, wie schon bemerkt, das zweiseitige Ex- 
ponentialgesetz an. Als Ausgangswert dient dann nicht mehr das 
arithmetische Mittel A, sondern der dichteste Wert 2), und von diesem 
aus ist die eben erläuterte Rechnung doppelt, nach beiden Seiten zu 
führen. Für die Bestimmung von D, das in der Regel in jenes Inter- 
vall fallt, zu dem das größte z oder y gehört, entwickelt er besondere 
Methoden. Alle auf die untere (d. h. mit den kleinen Argument- 
werten besetzte) Seite bezüglichen Größen versieht er mit einem 
untern Akzent (,), alle auf die obere Seite bezüglichen mit einem 
oberen Akzent ('). 

Nach diesen Vorbemerkungen wird die folgende Tabelle versiÄnd- 
lich sein, die ein Beispiel für Fe chners Behandlungsweise von Kollektiv- 
gegenständen bietet. Sie betrifit die Rekrutenmaße von 20 Jahrgängen 
20-jähriger Leipziger Studenten ; der durch die ersten zwei Spalten dar- 
gestellten Verteilungstafel ist sowohl das einfache als auch das zwei- 
spaltige Exponentialgesetz zugrunde gelegt. Maßeinheit ist der sächs. 
Zoll = 23,6 mm. 

28* 
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Elemente für di« Behandlung nach dem einfachen Gau 6 'sehen 
Gesetz: 

^ = 71,75; ^ = 2,04, »» = 2047. 

Elemente fUr die Behandlung nach dem zweispaltigen Gesetz: 

fr, = 2.16, m,- 1083,5 



D = 71,99; 



fr' =1,92, »i'- 963,5 



^i 


^i 


Rechnungsmäßig^e Ver- 
teilung (z.) 


Differenz zwischen der 

rechnongsm&ß. a. d. 

beob. Verteil. 


(Zoll) 


1 nach dem nach dem 


nach dem nach dem 






einfachen zweispaltigen 


einfachen zweispaltigen 






Gesetz Gesetz 


Gesetz ' Gesetz 


60 


1 


1 __ 


-1 , -1 


61 





— 1 — 


' 


62 





— 1 5 


+0-5 


63 





1 1-5 


+ 1 1 +1-5 


64 


o 


35 1 4 


+ 1-5 +2 


65 


15. 5 


10 i 12 


—5 6 1 —36 


66 


26 


26 ' 28 


1+2 


67 


54 


68 


59 


+ * 1 +ft 


68 


108 


110 


108 


+ 2 


69 


172 


179 174 


+ 7 +2 


70 


253 


252 243 


— 1 —10 


71 


290 


304 298 


+ 14 1 +8 


72 


330- 5 


; 315 318 


— 155 —12 5 


73 


296 


282 291 


— 14 —5 


74 


223 5 


1 217 


226 


—65 +2 5 


75 


142 


143 


145. 5 


+ 1 


+ 3 6 


76 


75 


81 


80-5 


+ « 


+ 66 


77 


38 


40 


37 


+ 2 


— 1 


78 


13 


1 17 


15 


+ 4 


+ 2 


79 


3 5 


6 


5 


+ 2.5 


+ 16 


80 


2 


2 


1 





— 1 


81 


1 


[ 05 




— U 5 


— 1 


82 


05 


— 


— 


-0-5 


— 06 


83 


05 


i — 


_ 


—0 5 —06 




2047 


1 2047 


2047 


abs. 90 


abs. 72 



Bei der nur schwachen Asymmetrie gibt auch das einfache Ex- 
ponentialgesetz die Verteilung in nicht unbefriedigender Weise wieder; 
das zweispaltige paßt sich etwas besser an, die größte Abweichung 
beträgt dort 15,5, hier nur 12,5, die Summe der absoluten Ab- 
weichungen dort 90, hier bloß 72. 

182. Beihenentwioklang znr DarsteUung willkfirlioher 
Verteilungen. Bei der umfassenden Definition des Eoliektiygegen- 
Standes ist es das naturgemäßeste, die Verteilungsfunktion und so- 
mit auch die Summenfunktion von vornherein als eine willkürliche 
Funktion anzusehen, die allen Verteilungen angepaßt werden kann. 
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Eine solche Funktion ist nur durch einen unendlichen Rechenprozeß 
darstellbar. ^) 

1. Teilt man das Argumentgebiet durch einen Wechselpunkt X 
in zwei Teile, so ergibt sich nach (1), daß 

X OD 

fsß {x)dx +Jh (x) rfa; » 1 ; 

OB X 

mitBenutzung des Diskontinuitatsfaktors sgn (X—x) (lies signum X—x), 
der so definiert ist, daß 

sgn(X — x) = l, so lange X — x'>0 

sgn(X — :r) = — 1, so lange X — x<0, 

verwandelt sich die letzte Gleichung in 

X 00 

Lgü {X- x) )8(x) dx- Isgn (X - X) 9S {x)dx^l', 

da nun 

X « 

Tsgn (X - x) SS (x) dx-'h {x) dx^B (X), 

00 — OB 

80 ist wegen der vorhergehenden Gleichung 

oc 

/'sgn (X -x)fß (x) rfa; - @ (X) - 1, 

X 

folglich 

X OD 

Tsgn (X - x) ^{x) dx+f^gn (X- x) » {x)dx^2B{X)-l 

— flo X 

und mit Rücksicht auf die Definitionsgleichung (9) 

00 

2 @ (X) - 1 -faga (X- «) « (x) dx =- ^ [sgn (X - x)]. (12) 

— 00 

Diese Gleichung wird die Grundlage für die Darstellung von 
©(X) bilden, das ja nach den Ausführungen von Nr. 189 geeignet 
ist, 9S(a;) zu ersetzen. 



1) Vgl. bezüglich des folgenden H. Bruns, Wahrscheinlichkeitar. n. Eollek- 
tivmaßlehre; femer d. Verf. 's Abhandlung „Die Altersverteilung der GeBtorbenen'\ 
Mitt. d. Verbandes d. Ö8t.-ung. Privat- Versich.-Anst., Neue Folge, Band 3. All- 
gemeinere Untersuchungen über die Darstellung willkürlicher Funktionen findet man 
bei F. G. Lipps, Die Theorie der KoUektiT-Gegenstände, Leipzig 1902, S. 89—99. 
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2. Von den verschiedenen analytischen Darstellungen der diskon- 
tinuierlichen Funktion sgn | wählen wir die folgende; Es ist 

Ä bei S > 
( 'sin 2 I u 



„ g-0 



— ac 

infolgedessen 

^ 1 /'sin 2{u , 

OD 

Berücksichtigt man, daß 

sin 2lu - ^^ ^ (.i^V'=^ 

mnd daß 

OD 00 

wie man durch Zeichenänderung des w erkennt, so ist weiter 

3. Der Wert des Integrals 

K^ A-"* cos 2Stirfw 
ergibt sich durch Differentiation nach dem Parameter 1, indem 
-^ Aui^-«* sin 2ludu = [g-"*sin 2Suj - 2S /e-** cos2gtirfw, 

— » 00 —OD 

also 

folglich 

wird; die Eonstante C erhält man durch die Spezialisierung S — 0; 

OD 

indem dann K =^ Je'^du ^y% wird; somit ist endgültig 

— 00 

Dies leitet auf die in der Wahrscheinlichkeitsrechnung vielfach 
auftretende Funktion 



'-i'-nK, 
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hin; bezeichnet man ihren g-ten DifFerentialquotienten mit 0{^)^, so 
folgt aus einmaliger Differentiation 

und mit Rücksicht auf (14) und die ursprüngliche Bedeutung von K: 

*(S)l'= l /*«""' cos 2|MrfM, 

— » 

woraus durch Integration nach § zwischen und S 

— 30 

erhalten wird. 

Ersetzt man wie oben sin 2|ti durch 



2t 
und beachtet die durch Zeichenänderung des u erweisb^re Relation 



80 kann auch 



/» -ut + 2 



du 



geschrieben werden, woraus sich unmittelbar eine Darstellung von 
4P(|)^ ableitet; indem 



1 /»--"•+25m« 



(15) 
wird. 

4. Die Exponentialfunktion g-"*-'^« gestattet eine durchaus kon- 
vergente Entwicklung nach Potenzen von m; ihre Koeffizienten werden 
rationale Funktionen von g sein, sie möge daher in der Form 

«—-««« _ 3i(|)„ + 3i(|X2M + SR(|),(2u)» + • . • -^ 9t(IX(2M)' (16) 
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angesetzt werden. Andererseits ist, wenn man jeden Faktor fQr sich 
entwickelt: 



u>-2|u 



\6\ i!"'"2I 3.'"'" Aoi 1! "^ 2: 8! "^ /* 

durch Vergleichung der Koeffizienten gleicher Potenzen von u ergibt 
sich daraus folgende Darstellung der 9t: 



m)o- 


1 




29i(IX- 


-21 
'0!1! 




2'm\ = 


(25)' 
012! 


1 

■ "iiO! 


2»5R(|), = 


(2{)' 
0!3; 





(17) 
allgemein: 

5. Wir nehmen nun die in (13) gefundene Darstellung von 8gn| 
wieder auf und schreiben sie mit dem Argument X — x; dies führt zu 



sgn(X-a;)--j ^ 



-2dru< 

du 





mit Benutzung von (16) ergibt sich aber 

OD 



folglich ist weiter 

sgn (X - .:) = i2}^{x)J —-^- {2uiydH 

—00 

demnach mit Rücksicht auf (15): 

sgn(X-x)-^5R(a;),4»(X),. 
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Es erweist sich als zweckmäßige statt mit den Argumentwerten 
selbst mit ihren Abweichungen von einem Ausgangs wert a zu rechnen; 
fQbrt man dementsprechend^ das a vorläufig unbestimmt lassend, unter 
Verwendung einer ebenfalls noch frei wählbaren positiven Konstante h 
die neue Variable 

v^h(x-a) (19) 

ein, so erreicht man damit auch den Vorteil, daß man durch passende 
Wahl von a und h auf eine Vereinfachung hinwirken kann; es soll 
dann entsprechend 

V^h{X-a) (19*) 

sein. Da nun V — v ^h(X — x) dasselbe Vorzeichen hat wie X — x, 
so besteht auch der Ansatz: 



sgii{V-v)=2!^{vX0(VX. 



Die Einführung dieses Ausdruckes in (12), wobei zu beachten 
ist, daß sich die ^-Operation lediglich auf das von x abhängige 91 (v)^ 
erstreckt, liefert das Endresidtat: 

ac 

2®(X) - 1 -2^t^(''')v3*(^X- (20) 



Dies ist die von Bruns entwickelte $-Reihe zur Darstellung be- 
liebiger Verteilungen. Ihre praktische Verwendbarkeit hängt ab von 
der Raschheit der Abnahme der Glieder. Noch bleibt die Herstel- 
lung der symbolisch geschriebenen Koeffizienten I*[SR(v)J übrig. Doch 
wird diese besser zu verbinden sein mit dem Rechnungsschematismus 
für die Durchführung des ganzen Verfahrens. 

§ 2. Methodische Durchfahrung der Rechnungen. 

188. Die KoetBzienten der <I^-Beihe. Da die 9i(g) laut (17) 
nach I geordnete Polynome sind, so werden die SR(t;)^-= SR{Ä(a; — a)} 
nach Potenzen von x — a fortschreiten und es wird daher bei der 
Durchschnittsbildung auf die Durchschnittswerte der verschiedenen 
Potenzen der Abweichungen vom Ausgangs werte ankommen; wir setzen 
allgemein 

ce 

ijj - S) [(x - a')] - jix- ay"iß(x)dx; (21) 

dann ist insbesondere 

)?i = 3)[.r — a] = "^(x) -a^A-a\, (22) 

es wird also ri^ « 0, wenn man den Argumentdurchschnitt A als 
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Ausgangswert wählt; in bezug auf diesen werde konsequent ft statt rj 
geschrieben^ so daß 

QO 

Hl~^[{x-Ay]= fix-Ay^{x)dx. (23) 

— OD 

Dies vorausgeschickt und bei Festhaltung an dieser Wahl d^ 
AuBgangswertes wird auf Grund von (17): 

23)[5R(t;)J = - 2h^(x - ^) « 0, 
2-2)[9t(t;),] = ^2-S)[(^ - Aj'] =. 1 - 2 AVI - 1; 
verfügt man also über die noch unbestimmte Zahl h derart, daß 

2ÄVI -1=0, 
also 

h = -V- (24) 

wird, so fällt auch das mit ^(v\ behaftete Glied aus. 

Die Größe gi^ ^^^ Wurzel aus dem Durchschnitt der Quadrate 
der Abweichungen vom arithmetischen Mittel entspricht dem mittleren 
Fehler in der Fehlertheorie und der Parameter ä, wie die Formel (24) 
zeigt (vgl. mit Nr. 142), dem Präzisionsmaß. Bruns hat f^ unter 
der Bezeichnung „Streuung von x, str (;r)" als charakteristisches Ele- 
ment eingeführt, das ein Urteil über die Atisbreitung der EoUektiv- 
reihe gestattet. Sowie nur eine sehr geringe WahrscheinlichkÄt daf&r 
besteht, daß der Fehler einer Beobachtung den dreifachen mittleren 
Fehler der betreflfenden Beobachtungsart überschreiten werde, so ist 
auch anzunehmen, daß die Ausbreitung des Argumentgebiets eines 
Eollektivgegenstandes die sechsfache Streuung nicht übertreffe, anders 
gesagt, daß die Hauptmasse der Exemplare in diesem Intervall liege. 
Die Formel (24) kann hiemach auch so geschrieben werden: 

h = ^-— = . ^ (2i^) 

8tr(a;)>/2 ^ ^ 

In weiterer Verfolgung der Gleichungen (17) und unter steter 
Berücksichtigung der obigen Festsetzungen hat man nun: 

2«5)[SR(.)3]=-?^ + 2A^, = -**;"? 
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wird also zur Abkürzong gesetzt: 






„ 2ÄVt *V} , 1 

SO achreibt sich die Formel (20) endgültig: 
2©(X) - 1 - *(F) + 2)3 ^^-P?. + 2)^ *(^yk 

4. 7) *(^« ^ 7) *^^« 4. ^^^^ 

BruDs nennt sie die NormcUfann der ^-Reihe mit Rücksicht auf die 
Vereinfachungen, die sie durch die Wahl von a und h erfahren hat. 
Die Auswertung dieser Formel erfordert als beschwerlichsten Teil 
der Arbeit die Ausrechnung der Elemente D^,D^... auf Grund der 
Verteilungstafel, außerdem Tabellen der Werte von 

nKvy *il)i *(^-i 

für *(F) sind solche längst vorhanden; dem Buche ist unter I. eine 
siebenstellige Tafel dieser Funktion, unter II. eine vierstellige, nach 
einem kleineren Argumentintervalle fortschreitende Tafel beigegeben. 
Für die folgenden Werte bis einschließlich zur Ordnung 6 hat Bruns 
Tabellen berechnet, die unter III. dem Buche angeschlossen sind.^) 
Beschränkt man die Formel (26) auf das erste Glied, so gibt sie 

®(X) - -;- + ; «(F) - I + ^Je-'^dt - jje--ät 

-OD 

entsprechend dem Gauß sehen Exponentialgesetz. Die Fortsetzung 
der Formel bringt also die Abweichungen von diesem speziellen Ge- 
setz zum Ausdruck; je geringer diese Abweichungen, mit umso weniger 
Gliedern wird man das Auslangen finden. 

Hat man ®(X) mit Beschränkung auf eine bestimmte Anzahl 
von Gliedern numerisch dargestellt, dann bleibt zu prüfen, in welchem 
Ausmaße sich diese Darstellimg der Verteilungstafel anpaßt. Zu diesem 
Zwecke berechnet man die den Wechselpunkten 



^\j ^s? • • • X 



«+i 



1} Mit fteondlicher Erlaubnis des Autors. 
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zugeordneten Werte des Hilfsarguments v ^ h{x -^ A): 

bestimmt mit Hilfe derselben 

@(x,), @(x,),.-.@(x,^0, 

bildet die Differenzenreihe 

und vergleicht diese mit der Zahlenfolge 

oder aber die Wertreihe 



mit 



^i; ^if ' ' ' ^n- 



184. Snnunenverfohren bei freier Wahl des Ansgangs- 
wertes. Die Bestimmung der D erfordert die Kenntnis yon A und 
der fi^ von p ^ 2 angefangen; denn ft| bestimmt die Streuung und k 

Was A betrifft; so ergibt sich die praktische Formel dafär aus 
der theoretischen (10): 



-- fx^{x)dx, 



indem man das Integrationsgebiet durch die Wechselpunkte in Teil- 
interralle zerlegt und in jedem solchen das variable x durch den 
mittleren Wert ersetzt; so wird 

Ä = ^'x,h{x)dx^2^iyi = ^P- (27) 



i^'p' 



Nach dem gleichen Vorgange erhält man aus (23): 
. ^i(x-Ayß{x)dx ^ ^(^, - A)Py, - ^-^r"_l^_!*. (28) 



Das unmittelbare Rechnen nach diesen Formeln gestaltet sich 
schon bei einer mäßig ausgedehnten Verteilungstafel wegen der vielen 
Potenzierungen und Multiplikationen sehr beschwerlich; bei Formel 
(28) kommt noch der Umstand erschwerend hinzu, daß A fast aus- 
nahmslos in das Innere eines Intervalls fallen und deshalb zu un- 
bequemen Zahlen x — A führen wird. 
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Der letztem Schwierigkeit wird dadurch abgeholfen, daß man statt 
A einen der in der Tafel angeführten Argumentwerte selbst, er 
heiße a, zum Ausgangspunkt nimmt; dadurch werden sämtliche Diffe- 
renzen Xi— a Vielfache der Interrallgröße d, und es treten an ihre 
Stelle nach 'Absonderung des ä ganze Zahlen. Zum Schlüsse bleibt 
der Übergang von a zu Ä zu vollziehen. 

Sind 

die äquidistanten Argumentwerte der Tafel und trifft man die Wahl 

rr.-a, 
80 wird 

^A_»— a = — vdy a:jfc+, — a =» vd. 

Zur Berechnung von 



yiXi — afzi 



< 



(29) 



hat man für ein ungerades p\ 



^ i^i - «)"** =■ - «"2 v^'k-, + «"^ ^"»k^,, (30) 



n-* 



für ein gerades p: 



k-l 



2 (**- «'"'^r = f»"^ ^'k-. + «^2*'^*+" ^^^) 



1 1 n-k 

so daß es nur noch auf die Bildung der Summen 



*-i 



y ^^u-. - ^'h-^ + -^"h-i +•••+(«•- ly^i (32) 

1 
^»^^,^,-(H-i->';j„ + («-Ä--l)''^„_. +.-. + l'^,^i (33) 

» — * 

ankommt; diese aber lassen sich bei jedem p durch ein mechanisches 
Verfahren, das nur Additionen erfordert und daher als Sumwenverfahreu 
bezeichnet wird, berechnen. 

Dieses Verfahren, auf den „oberen^' Teil der Tafel, also auf jenen 
mit den Argumentwerten ^i, J^j, • • • ^t»i angewendet, besteht in folgen- 
dem. Man bildet durch sukzessives Addieren nach und nach die 
ersten Partialsummen: 
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^U) = 5(1) J^ 2^ = ^1 + ^2 



4-2 = 4-8 + ^*-2 = 'S'i + -2?, + -ß^s H 1- i^*-2, 

und aus diesen die erste Totalsumme: 

S^= {k - 2)xfi + (Ä - 3)£rj + . . . + ir^.,; 
fügt man dazu die nulÜe Totalsumme 

S^- s^iU + ^k^i- ^1 + h + -- + ^k^i (34) 

hinzu, so entsteht 

srÄ+;r=^»'^*-„ (35) 

1 
also die erste der Summen (32). 

Hierauf bilde man aus den ersten Partialsummen nach demselben 
Prinzip, nach welchem sie selbst aus den z gebildet wurden, die 
zweiten: 

4«) -41) ^z^ 

4«) «4«) +s^^) ^2z, + z, 

sf^) =4«) +41) ^^z, + 2z, + z, 

4*U==4'l4+4'l3-(Ä-3)^, + (Ä-4)^, + (fc-5)ir3 + ... + ir,.„ 
und aus ihnen die zweite Totalsumme: 

woraus 

2 fi- = (fc-2)(t~3)^,+ (Ä-3)(A-4);8f,+ . . . + 2ir,>,; 

das allgemeine Glied der rechten Seite, (h—j — l)(h—j — 2)Zj, kann 
entwickelt werden in 

infolgedessen hat man 

*-l k-\ *-i 

8 3 8 

um nun rechts die Summen von 1 an laufen zu lassen, hat man 
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lunzuzufügen; da sicli dies aber auf Null reduziert, bo ist auch 

1 1 1 

mit Rücksicht auf (34) und (35) also 

1 
woraus 

'^v\_,.^2S;^^S:+S;, (36) 

1 

und damit ist die zweite der Summen (32) gefunden. 
Die dritten Partidlsummen 

4») -4») +4«) --Se^ + g^ 

c(8) - c(8) . .(2) _ (A:-3)(l— 4) (A:-4)( ä:- 6) 

geben die dritte Totdlsmnme 

^ (fe-2)(Ä:-3)(Ä:-4) ^ , (Ä: - 3) (/: - 4) (fc - 6) ^ . 
'^a — 1.2.3 ^1 "* 12.3 ^"*" ' * * "f"^*-*' 

woraus 

6^=(Ä-2)(Ä-3)(fe-4)i?, + (t-3)(*-4)(Ä:-5)i^, + ...-j-6;^,_^; 

das aUgemeine Glied (fc — j — 1) (Ä— j — 2) (ä: — j — 3)xr^ läßt sich 
entwickeln in 

(Ä - 3)\ - 6 (Ä - j)»;?, + 11 (* -3)>, - ^z„ 
demnach ist 

4 4 4 4 

sollen die Summen von 1 an laufen, so hat man hinzuzufügen 

2'"'^*-- ^2'^*''*-+ 11^'»"*-- ^2'*-- 

1111 
da sich dies aber auf Null reduziert, so ist auch 

657=2»''^*-'- 6 J?^v,+ 112"^*- - 6 J?^»- 
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mit Beziehung auf (34), (35), (36) weiter 

1 

woraus sich die dritte der Summen (32) ergibt: 

A-l 

2^0,., = 6S;+ 12Sr+ 1S:+ S;. (37) 

l 

Die vierte Summe erhält man auf analogem Wege, sie hat den 
Ausdruck 

A-l 

^^K_^^ 24S;+ 6053"+ 50S"+ 15S,"+Si . (38) 

1 

Bezüglich der Summen (33) genügt die Bemerkung, daß sie durch 
eine vom untern Ende der Tafel gegen Xj^ hin geführte ebenso ange- 
legte Rechnung gefunden werden; die Totalsummen, auf die man 
dabei kommt, seien mit Sq, S^, S^, • • • bezeichnet. 

Trägt man dann all dies in (30) und (31) ein und bedient man 
sich dabei zur Vereinfachung der Formeln der Abkürzungen 

*'^ + ^;' = ^' (39) 

S, — Si =» ^i 
so ergeben sich im Sinne von (34) und (29) die folgenden Resultate: 
m = 2;^ + z^ 
mrj^ = d (z/i -j- z/o) 
mril=^Ö'i2Z,+ Sl2J, + i:,) (40) 

mril = d* (24 2:,+ 602:3 + Ö02:, + lb£, + U^)'). 

Über die Wahl des Ausgangswerts x^==^ a ist bisher nichts be- 
merkt, sie ist im wesentlichen freigestellt. Seine Verlegung in etwa 
die Mitte der Tafel, wodurch diese in zwei nahezu gleiche Teile zer- 
fällt, einen obern uod einen untern, hat den Vorteil, daß die Summen- 
bildung in zwei nahezu gleichmäßigen Partien verläuft und nicht zu 
allzu großen Zahlen führt, was bei einheitlicher Rechnungsanlage und 
ausgedehnter Verteilungstafel immer eintreten würde; daher ist nur 
bei kleinen Tafeln die Verlegung von a an das Ende der Tafel ratsam. 

1) Ohne auf die allgemeine Darstellung der Koeffizienten einzugehen, mögen 
diese auch noch für die zwei nächsten Ordnungen angegeben werden: 

fiirjp=5: 120, 360, 390, 180, 31, 1; 

„ i? = 6: 720, 2520, 3360, 2100, 602, 63, 1. 
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Das Schema der Summenbildiing bis zur yierten Ordiiung ge- 
staltet sich wie folgt: 



Yerteilongstafel 



Summentafel 



M 






8<« 



5i*) 



1 

2 
3 



k-1 

Je-2 

k 

Ä + 1 

k+2 



«1 

«8 






+ 1 
+ » 



« 



,(1) 



«-2 

♦»-1 
n 






I 
i "' 

i *, 



* 

■-1 



st 



** + « 









57 



5,^ 



»n 



+ 8 






o(8) 



ST 






"*+♦ 



o(8) 



Si*) 






5+ 

4 



*i + 5 



M 



Eine Kontrolle ei^bt sich daraus^ daß nach der Bildongs weise 

der Partial- und Totalsummen die folgenden Relationen bestehen: 

s^U + s?l, = s: 

o(2) I e(8) _ ^Sf~ 



und analog im untern Teil der Tafel. 

185. Übergang sum Argnmentdurohsohiiitt als Ansgangs- 
wert. Zur Durchführung der Formel (26) braucht man allgemein: 



ii; = ^[ix-Ay], 



während das Summenverfahren zu 

C s a b e r , Wahrtoheinliohkeltireohnaiig. L % . AufL 



^4 
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gefülirt hat. Nun ist yermöge der Gleichung (22) 

mithin 

(x^Ä)P^{x^a)P^{{)ix-^ay-'ri, + {0{x^a)P''ril + 

daraus ergibt sich: 

/t? = i??-®<:Ni+(f)i?j;:^!----+(-i)'-'(p-i)'?f, (42) 

wobei das letzte Glied durch ZusammenfaBSong der beiden früheren 
Schlnßglieder entstanden ist. Man hat also für p •» 1, 2, 3, 4: 

'*^~'''"'' (43) 

Hiermit sind alle Elemente bestimmt, die zur Durchführung der 
Formel (26) erfordert werden^). 

§ 3. Anwendungen. 

186. Beispiel Ljlvjlx. Tertellimg der Bndnnllen In einer 
Logarithmentafel. Als Beispiel eines in mehrfacher Beziehung be- 
merkenswerten unstetigen Eollektivgegenstandes benutzen wir das 
Resultat der Auszählung der EndnuUen in 1000 Spalten von Vegas 
Thesaurus Logarithmorum, welches Bruns bekannt gemacht hal^) 
Da die Logarithmen den Zahlen durch ein arithmetisches Gesetz zu- 
geordnet sind; so ist auch jede einzelne Stelle der Mantisse in gesetz- 
mäßiger Weise bestimmt; es kann daher nicht als zuföllig bezeichnet 
werden, ob an der Endstelle des Logarithmus einer gewissen Zahl 
Null oder irgend eine andere Ziffer steht; im Sinne der Fe chn ersehen 
Definition würde es sich also hier nicht um eine Beobachtungsreihe 
handeln, die den Kollektivgegenständen zuzuzählen ist; nach der all- 
gemeinen Auffassung, die hier vertreten ist, handelt es sich um einen 
solchen, und zwar sind seine Exemplare die einzelnen Spalten (mit 
je 60 Mantissen), der Umfang also 1000, das Argument x die in der 
Spalte angetroffene Anzahl von Endnullen. Das mögliche Gebiet des 
Arguments umfaßt die ganzen Zahlen von bis 60, da auch solche 
Spalten denkbar sind, in denen keine Endnull vorkommt, und solche^ 

1) Vgl. zu den beiden letzten Nrn. F. G. Lipps, Theorie der Kollektiv- 
gegenst., p. 178—189. 

2) a. a. 0., p. 266. 
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in denen jede Mantisse mit Null endei Die Auszählung ergab keine 
Spalte ohne Endnull und keine mit mehr als 14 EndnuUen; würde 
sie auf mehr, etwa auf die doppelte Zahl von Spalten, erstreckt 
werden, so könnten ganz wohl diese Grenzen weiter hinausrflcken. 

Die folgende Tabelle enthält in den ersten zwei Kolonnen die 
(primäre) Yerteilungstafel, in den nächsten zwei die daraus abgeleiteten 
empirischen Werte der Verteilungsfunktion Vi{x) und der Summen- 
funktion @(a;), in den letzten zwei die Summenrechnung, soweit sie 
zur Ermittlung des Argumentdurchschnitts und der Streuung er- 
forderlich ist. 



«i 


^i 


U(.0 = ^' 


1 


8^P 


.« 


1 


6 


0,006 


0,006 


' 6 


6 


2 


86 


0,036 


0,042 


42 


48 


3 


78 


0,078 


0,120 


120 


168 


4 


149 


0,149 


0,269 


869 


437 


5 


161 


0,161 


0,430 


430 


867 


6 


188 


0,183 


0,613 


613 


1480 


7 


134 


0,134 


0,747 


747 


2227 


8 


114 


0,114 


0,861' 


861 


3088 


9 


74 


0,074 


0,936 


936 


4023 


10 


34 


0,034 


0,969 


969 


4992 


11 


19 


0,019 


0,988 


988 


6980 


12 


10 


0,010 


0,998 


998 


23316 


13 





0,000 


0,998 


6978 


14 


2 


0,002 


1,000 






1000 











Der Tafel ist beispielsweise zu entnehmen, daß die relative Häufig- 
keit von Spalten mit 7 Endnullen dieser Erfahrung zufolge 0,134, 
die relative Häufigkeit von Spalten mit höchstens 7 Endnullen 0,747 
beträgt, daß also die Wahrscheinlichkeit, eine beliebige Spalte werde 7 
bzw. höchstens 7 Endnullen enthalten, nahe mit 0,134 bzw. 0,747 
oder -J zu bewerten sei. 

Die Summenrechnung ist in einem Zuge durchgeführt, folglich 
a =- 14 als Ausgangswert genommen; es existieren also nur Total- 
summen S", so daß laut (39) Z^^ S^, z/^ =» — S~ zu nehmen ist. 
Die Tabelle liefert nun: 





Sö = 


= 998 + = 


998, 


m = 


St 


+ 


^14- 


1000; 




sr- 


■ 


6978, 














sr- 


s 


23316, 












hieraus 


ergibt 


sich mittels 


(40) und 


(22): 











'li^^ 
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IOOO17, - - 6978 - 998 - - 7976, rj^ 7,976, 

^ = 14 - 7,976 = 6,024, 

1000 1^1 = 46632 + 20934 + 9:>8 - 68564, i?| - 68,564, 

weiter nach (43): 

^1 - 68,564 - 63,617 « 4,947, 

8tr(a;)- 2,224. 

Diesen Resultaten ist weiter zu entnehmen, daB die durchschnitt- 
liche Zahl der in einer Spalte auftretenden EndnuUen 6,024 betragt, 
daß also die Wahrscheinlichkeit, eine beliebige Mantisse endige mit 

Null, auf Grund dieser Erfahrung mit -^ = 0,1004 zu bewerten sei, 

womit empirisch bewiesen ist, daß alle Ziffern (nicht bloß an der 
End-, sondern an jeder Stelle) gleichberechtigt sind.^) 

187. Beispiel IiXVUl. Verteilung von Brustumfängen. Unter 
den Materien, auf die Quetelet seine in Nr. 178 angedeutete Unter- 
suchungsmethode anwandte, befindet sich eine Tabelle der Brust- 
umfange von 5740 schottischen Soldaten. Sie hat die korrekte Form 
einer Verteilungstafel und ist in den ersten zwei Kolonnen der fol- 
genden Tabelle mitgeteilt; daran schließt sich die Summenrechnung, 
die bis zur vierten Ordnung und wieder, mit Rücksicht auf die ge- 
ringe Ausdehnung der Tafel, einheitlich geführt ist. 



^. 


z . 


fi(^) 


8^^^ 


8^^^ 


«^*> 


engl Zoll 


^i 


**» 


^i 


^i 


*« 


38 


3 


3 


3 


3 


3 


34 


18 


21 


24 


27 


30 


36 


81 


102 


126 


163 


183 


36 


186 


287 


413 


666 


749 


37 


420 


707 


1120 


1686 


2435 


38 


749 


1456 


2576 


4262 


6697 


39 


1075 


2631 


5107 


9369 


16066 


40 


1079 


3610 


8717 


18086 


34152 


41 


934 


4644 


13261 


31347 


66499 


42 


668 


6202 


18463 


49810 


116809 


48 


370 


6672 


24035 


73845 


189154 


44 

46 
46 
47 
48 


92 

60 

21 

4 

1 

6740 


6664 
6714 
5735 

41148 


29699 
36413 

138967 


103644 
292698 


480277 



1) Man vergleiche hierzu die Ausführungen H. Poincaräs in La Science 
et THypothöse, deutsch von F. und L. Lindemann, 2. Aufl., Leipzig 1906, S. 198. 
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Sie liefert die folgenden Grundzahlen: 

S^ « 5735 + 4 « 5739, 5f - 41 148, 
S,-- 138957, S,-= 292698, 5-^430277; 

aus diesen ergibt sich mittels der Gleichungen (40), worin d — 1 zu 
setzen ist: 

m =- 5739 + 1 = 5740, 

1?!- -8,17 
i?| - 70,923 
^8 ^ 647,639 

1^1- 6177,585, 
daraus: 

^ =- 48 - 8,17 - 39,83 engl. ZoU^ (= 1,011 m) 

und weiter nach den Formeln (43): 

^1 = 4,174, /tj" 0,006, /tl = 50,691; 
sonach ist 

str (x)^(ii^ 2,04 engl ZoU (= 51,8 mm) 

Ä- ^—-0,346. 

8tr (x)y2 

Hiermit erhält man in weiterer Rechnimg nach den Formeln (25): 

Ds 0,00017, D^ 0,00754, 

so daß die empirische Formel zur Darstellung der YerteiluDg bei 
diesem Grade der Approximation lautet: 

2® (X) - 1 - *(F) - 0,00017 ^P^ - 0,00754 -^^-'- • 

Ihre Prüfung erfolgt am zweckmäßigsten an der Summentafel. 
Die Summentafel zur vorstehenden Verteilungstafel ergibt sich aus 
der mit 5^^) überschriebenen Kolonne durch Division mit m — 5740; 
sie ist in der zweiten Kolonne der nachfolgenden Tabelle enthalten, 
wobei zu beachten ist, daß nicht die Argumentwerte der Verteilungs- 
tafel, sondern die ihnen nachfolgenden Wechselpunkte in Betracht 
kommen. Für diese Wechselpunkte ist nun ®(X) nach der vor- 
stehenden Formel zu berechnen. Die bezügliche Rechnung ist nach- 
stehend an zwei Fällen mit allen Details erläutert. 



1) 1 engl. Zoll = 0,0263998 m. 
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X- 


36,5 


X- 


40,5 


^- 


39,83 


Ä^ 


39,83 


X-A^ 


-3,33 


X-Ä- 


0,67 


-A(X-^)- 


- 1,152 


F-Ä(X-J.)- 


0,232 


«(F)- 


- 0,8967 


<2)(F)- 


0,2572 


A^- 


-0,00003 


A^^- 


0,00008 


^/p. 


0,00443 


i^.T-- 


- 0,02704 


2@(X) - 1 - 


- 0,89230 


2@(X)-1 = 


0,23024 


2@(X)- 


0,10770 


2@(X)- 


1,23024 


@(X) = 


0,054 


@(X)- 


0,615. 



Hierzu sei bemerkt, daß *(F), *(F),, ^(F)^, . . . ungerade, 0(V)i, 
0{V\y . . . gerade Funktionen sind, wie man sich bezüglich *(F) an 
dem definierenden Integral 



V 



'dt 



und bezfiglich der andern durch Differentiation überzeagt. 

Die folgende Tabelle gibt den Vergleich der berechneten mit 
den beobachteten Werten Ton ®(X). 



®(X) 



berechnet 



beobachtet 



35,6 


0,012 


0,018 


36,6 


0,054 


0,060 


87,5 


0,142 


0,128 


38,5 


0,278 


0,264 


39,6 


0,448 


0,441 


40,6 


0,615 


0,629 


41,6 


0,773 


0,792 


42,6 


0,896 


0,906 


43,6 


0,965 


0,971 



188. Beispiel LZIX. Altersverteilung der Gestorbenen. Wenn 
man die Sterbefälle, die in einem bestimmten Personenkreise sich er- 
eignen, nach dem Alter der Oestorbenen verzeichnet, so erhält man 
einen stetigen EoUektiygegenstand: Exemplare sind die einzelnen 
Sterbefälle, Argument das Sterbealter. 
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Die nachstehende Tabelle gibt in den ersten zwei Kolonnen die 
Verteilung der 62765 Sterbefälle, die in dem Material, das der Eon- 
struktion der österreichischen Sterblichkeitstafeln ^) zugrunde lag, unter 
männlichen versicherten Personen beobachtet worden sind. Das nied- 
rigste beobachtete Sterbealter fiel also in das InterraU von 17y bis 
18j Jahren, das höchste in das Intervall von 92y bis 93|^ Jahren. 
Die Beobachtungszahlen z sind nicht das unmittelbare Ergebnis einer 
Zahlung, gingen vielmehr aus einer Aufteilungsrechnung hervor, die 
in dem Zählmodus ihren Grund hatte; daraus erklären sich die wieder- 
holt auftretenden 0,5. 

An die Yerteilungstafel schließt sich die Summentafel an, die 
hier wegen der beträchtlichen Ausdehnung zweiteilig angelegt ist und 
vom Argumentwert a = 55 ausgeht. Sie f&hrt zu folgenden Zahlen: 

So+ = 30024 -f 1 680 = 31 704 S+ = 333 694,5 

S-^ - 27 761,5 -f- 1 635,5 = 29 397 Sf - 294931 
S+ =. 2 460 621 S3+ = 13 944 656,5 S+ = 63 985 502,5 

5,-= 2086815,5 8^= 11391839 Sz^ 50370893,5. 

Daraus leiten sich die zur Durchführung von (40) erforderlichen 
Zahlen ab: 

270-61101 2^1 = 628 625,5 

^0- 2307 ^1= 38763,5 



Z^- 4547 436,5 


2;, -25 336 495,5 


S^=- 114356396 


^,- 373805,5 


^,= 2552817,5 


^4- 13614609; 


man findet 







«» = 611014-1664-62765 

ij, - 0,654 

ij| = 175,924 

tll = 319,863 

ij« = 43 727,46 

^ - 55 + 0,654 = 55,654; 

letztere Zahl bedeutet also das darchscbnittliche Sterbealter des ge- 
nannten Personenkreises. 

Mittels der Formeln (43) erhält man weiter: 

ft| = 175,496 nl 24,926 ftj- 45016,09 

str(x) = ^- 13,25, A = -—\-^ = 0,05337. 

str (a;)y2 

Die sechsfache Streuung beträgt 79 - Jahre, das Intervall zwischen 
den äußersten Wechselpunkten 76 Jahre. 



1) Absterbeordnungen aus Beobachtungen an Österreichischen Versicherten. 
4 Bde., Wien 1907. —Vgl. hierzu die zu Nr. 198 zitierte Abhandlung des Verfassers. 
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YerteüüJigatafel 




Summentai'el 


f 


as 


, f 


sCi) 


•C*) 


d^ 


d^ , 


18 


1 


1 


1 


1 


1 


19 


a 


4 


5 


6 


7 


»a 


5,5 


S,ö 


14,6 


20,6 


27,5 


81 


9 


I8,ö 


88 


68,6 


81 


SS 


Itfi 


36 


69 


122,5 


203,5 


sa 


ai 


6T 


136 


268,5 


468 


S4 


55 


122 


268 


616,5 


978,5 


Sfi 


82^ 


204,5 


462,5 


971J 


1957,6 


SB 


121 


826,5 


788 


1767 


8724,5 


27 


178 


501,5 


1289,6 


3066,6 


6781 


sa 


282,5 


784 


2028,6 


6080 


11861 


29 


287 


1021 


3014,5 


8124,5 


19985,5 


SO 


886,5 


1867,5 


4402 


12526,5 


82512 


SI 


425 


1782,5 


6184,6 


18711 


5122S 


SS 


502 


2284,5 


846U 


27180 


78408 


SS 


576,5 


2861 


11830 


88510 


116913 


84 


«11,5 


8683,6 


14862,5 


58872,6 


170285,5 


fl6 


785,5 


4268 


19180,5 


72508 


242788,5 


a6 


808,5 


5071,6 


24202 


96706 


339493,5 


«7 


881,5 


6963 


30166 


12)^860 


466363,5 


«S 


940 


6893 


37048 


163908 


630261,5 


SB 


1017,5 


7910,6 


44958,5 


208866,6 


839128 


40 


1074,5 


8985 


53943,5 


262810 


1101938 


41 


1128,5 


10113,6 


51067 


826867 


1428805 


42 


1223 


11386,6 


76893,5 


402260,5 


1831066,5 


48 


1283 


12619,5 


88018 


490278,5 


2321839 


44 


185e 


13975,5 


101988,6 


692262 


2913601 


45 


1897 


16872,6 


117861 


709623 


3623224 


46 


1400,6 


16773 


134134 


848767 


4466981 


47 


1502 


18275 


152409 


996166 


5468147 


46 


1667,5 


19842,5 


172251,5 


1168117,5 


6631564,5 


49 


1528 


21310,6 


193622 


1862039,5 


7993604 


AO 


1ÖÖ7 


22927,6 


216549,5 


1578589 


9672193 


fil 


1580 


24507,5 


241067 


1819616 


50370893,5 


52 


1606 


28112,5 


267160,5 


11391839 




58 


1649 


27761,6 


2086816,5 






54 


1636,5 


294981 








5Q 


1664 




\ 
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6d 


1680 


388694,5 








BT 


1681,6 


30024 1 


2460621 






58 


1689,6 


3g342,6 


803670,6 


13944656,5 




&e 


1660,6 


36653 


275338 


3166950,6 


63986502,6 


00 


1663,6 


26022,6 


248675 


1881622,6 


11787706 


61 


1663 


28460 


223652,5 


1633947,5 


9906083,6 


63 


1668 


31893 


200192,6 


1409395 


8273136 


68 


1463,5 


20330 


178294,6 


1209102,6 


6868841 


61 


1404,6 


18877,6 


167964,5 


1030808 


6654788,6 


66 


1466,6 


1747S 


189087 


872843,6 


4623930,5 


66 


1466^ 


16006,5 


131611 


783756,6 


37510^7 


67 


1886,6 


14541 


105607,6 


613142,6 


3017380,6 


6B 


1804^ 


13154,6 


91066,6 


606586 


3406188 


69 


1616 


11850 


77012 


416468,6 


1898668 


70 


1376,6 


10534 


66062 


337556,6 


1483184,6 


71 


1149 


9258,6 


55528 


371494,5 


1145638 


7« 


1030,6 


8109,5 


46269,6 


215966,6 


874183,6 


78 


968,6 


7079 


38160 


169697 


658167 


74 


938 


6116,5 


31081 


181537 


488470 


76 


807 


5192,5 


24965,5 


100456 


356933 


76 


78t 


4385,5 


19773 


76490,6 


266477 


77 


686 


3653,5 


15387,6 


66717,6 


180986,5 


78 


60S 


2t3*J7,5 


11734 


40830 


125269 


79 


681,6 


a35&,5 


6766,5 


28696 


84939 


SO 


438,6 


1827 


6408 


19829,5 


56343 


81 


844.6 


1403,5 


4581 


13121,5 


36613,5 


8t 


808,5 


1069 


3177,5 


8840,5 


38093 


88 


149 


760,5 


2116,6 


6668 


14351,6 


84 


176 


501,6 


1368 


8544,6 


8588,6 


86 


136 


325,5 


866,6 


2176,5 


6044 


86 


Tl 


199,5 


541 


1310 


2867,6 


87 


M,b 


128,5 


341,5 


769 


1667,6 


P8 


88,5 


^4 


213 


437,6 


788,6 


8§ 


97,6 


60,6 


119 


311,6 


361 


m 


16,6 


38 


68,5 


95,5 


146,6 


91 


10 


• 16,6 1 


25,5 


37 


6t 


83 


4 


6,5 


9 


11,5 


14 


93 


3,6 


3,6 


2,6 


9,5 


3,5 


X 


£ 


^1) 


«(») 


fi(8) 


m 


YetteiJTMigHtafel 




Summt 


sntafel 
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Nan sind alle Daten zur Berechnung der D Torlianden; laut (25) ist 

2), = 0,00253, D^ 0,12821; 

hiermit ergibt sich die empirische Formel zur Darstellung der Ver- 
teilung: 

2©(X) - 1 - 0{V) + 0,00253 ^^ - 0,12821 ^^. 



Die Werte von ®(-X), die sie liefert, sind in der nachstehenden, 
auf Altersquinquennien reduzierten Yerteilungstafel mit den aus der 
Beobachtung hervorgehenden zusammengestellt Die Wiedergabe ist 
eine befriedigende; doch deutet der systematische Oang der Ab- 
veeichungen darauf hin, daß die Formel, wenn es sich um die Erzielung 
eines vollkommeneren Anschlusses handeln würde, durch Anfügung 
weiterer Glieder verbessert werden müßte. Man kann immerhin sagen, 
daß die prozentiscke Aufteilung der Sterbefälle bis zu den einzelnen 
in der reduzierten Tafel vertretenen Altersgrenzen hin durch die 
Formel ziemlich gut wiedergegeben wird, wie die folgende Zusammen- 
stellung zeigt: 

Altersgrenze 

Berechnete Prozente 

Beobachtet« Prozente 

Altersgrenze 

Berechnete Prozente: 50 

Beobachtete Prozente: 49 



25,5 


30,5 


35,5 


40,5 


45,5 


50,5 




0,2 


2 


7 


15 


25 


37 




0,3 


2 


7 


14 


24 


37 




55,5 


60,5 


65,5 


70,5 


75,5 


80,5 


85,5 


50 


62 


74 


84 


92 


97 


99,8 


49 


63 


75 


85 


93 


98 


99,7. 



Reduzierte ^ 


iTerteilnngatafel 

1 
X j z 


Summentafel 


Intervall 


Absol. Summen 


@w 


Rechn.- 




berechnet 


beobachtet 


Beobachi 


15,5—20,6 


18 


9,6 


9,5 








20,5—26,6 


28 


195 


204,6 


0,0022 


0,0088 


— 0,0011 


26,6—80,6 


2« 


1168 


1367,6 


0,0248 


0,0216 


» 


\- 0,0027 


30,6—36,6 


38 


2910,5 


4268 


0,0728 


0,0680 


-^ 


h 0,0043 


86,5—40,6 


38 


4717 


8986 


0,1521 


0,1432 




h 0,0089 


40,6-46,6 


43 


6387,5 


15372,6 


0,2526 


0,2449 




h 0,0077 


45,6—60,6 


48 


7555 


22927,6 


0,8748 


0,8658 




h 0,0090 


60,6—65,5 


58 


8183,5 


31061 


0,6036 


0,4949 




h 0,0086 


55,6—60,5 


68 


8244 


89306 


0,6166 


0,6262 


— 0,0097 


60,6—66,6 


63 


7463,5 


46758,6 


0,7867 


0,7460 


— 0,0098 


66,5—70,5 


68 


6748 


63506,6 


0,8421 


0,8626 


— 0,0104 


70,5—75,6 


73 


4878 


68379,6 


0,9287 


0,9801 


— 0,0064 


76,6-80,6 


78 


2982 


61361,5 


0,9737 


0,9776 


— 0,0089 


80,5—86,6 


83 


1204 


62565,6 


0,9976 


0,9968 


+ 0,0007 


86,5—90,5 


88 


183 


62748,6 








90,6—96,6 


93 


16,6 


62765 










1 


62765 1 
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189. Die Theoreme von BemonlU und Poisson unter 
dem Oeslohtspnnkte der KoUektivmaBlehre. Es gibt Materien^ 
ftus denen sicli Eollektivgegenstande mit einer a priori angebbaren 
theoretischen Verteilungsfunktion konstruieren lassen. Als Typus 
solcher Materien können planmäßige Ziehungen aus Urnen von be- 
stimmter Füllung mit Kugeln verschiedener Farbe angesehen werden, 
derart gruppiert^ daß sie einen KoUektivgegenstand bilden. 

Solche Kollektivgegenstande können zwei prinzipiell verschiedene 
Verwendungen finden. 

Stellt man durch wirkliche Ziehungen ^ die nach einem Umen- 
schema ausgeführt worden sind, einen empirischen Kollektivgegenstand 
her und vergleicht ihn mit dem theoretischen, d. h. seine Yerteilungs- 
tafel mit der theoretischen Verteilung, so erkennt man das Maß der 
zufalligen Störungen, durch die sich der empirische Kollektivgegen- 
stand von seinem theoretischen Vorbild entfernt. Auf diesem Grund- 
gedanken beruht die Prüfung wirklicher zufalliger Vorgange darauf- 
hin, ob sie d^ Sätzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung folgen, in 
letzter Linie also die induktive Begründung des Gesetzes der großen 
Zahlen oder des Satzes von der gleichmäßigen Erschöpfung der mög- 
lichen Fälle. 

Die andere Verwendung besteht darin, daß man einen Kollektiv- 
gegenstand beliebiger Provenienz, also irgendeine Massenerscheinung, 
darauf prüft, ob sie sich unter das Bild eines bestimmten Umen- 
schemas subsummieren lasse; zu diesem Zwecke formt man aus den 
Erfahrungen über die Massenerscheinung in passender Weise einen 
Kollektivgegenstand, legt seine Verteilungstafel an und vergleicht sie 
mit jener theoretischen Verteilung, zu der das ürnenschema führt. 
Haben wiederholte Vergleichungen dieser Art eine genügende Über- 
einstimmimg ergeben, so ist damit über die inneren Vorgänge der 
Massenerscheinung allerdings kein Aufschluß gewonnen, wohl aber 
eine rein äußerliche, bis zu einem gewissen Grade zutreffende Analogie 
zwischen der Massenerscheinung und dem ürnenschema nachgewiesen, 
die sich auf Häufigkeitsfragen und aus diesen gezogene Schlüsse be- 
schränkt. In diesem Sinne angewendet ist die Kollektivmaßlehre ein 
Mittel, Massenerscheinungen auf die Beständigkeit ihres Verlaufs, ihre 
Stabilität, zu untersuchen und ihre Abhängigkeit von verschiedenen 
Begleitumständen zu erkennen. . 

Das Ürnenschema, das man früher glaubte auf alle Massen- 
erscheinungen anwenden zu können, ist das Bernoullische, bestehend 
in wiederholten Ziehungen aus einer Urne mit unverändert bleibender 
Füllung. Diesem starren Schematismus steht der Poissonsche gegen- 
über, der wegen der Variabilität der Bedingungen eine größere An- 
passungsfähigkeit besitzt. 

Bevor wir diese zwei Schemata vom Standpunkte der Kollektiv- 
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maßlehre betrachten^ seien einige Hilfssatze über die ^-Operation 
vorausgeschickt. 

Für zwei anabhangige (unstetige) Argumente x, y seien die Ver- 
teilungsfunktionen Vii{x)j Us(y) gegeben; da diesen die Bedeutung yon 
relativen Häufigkeiten und damit zugleich von Wahrscheinlichkeiten 
der betreffenden Argumentwerte zukommt, so ist die Verteilungs- 
funktion U(a?, y) für die Wertverbindungen von rr, y gegeben durch 
(Nr. 31): 

U(a:, y) = U,(a;)U,(y). 

Der mit dieser Verteilung gebildete Durchschnitt einer Funktion 
f{Xy y) derselben Argumente ist 

Wi->', y)] - 22f(<^> y)U(^, y) - 22fip> y)yK{x)V^ix), 

die Summierung über alle Wertverbindungen x^ y ausgedehnt. 
Ist insbesondere f{Xj y) ^^ q>{x) + ^(y), so hat man 

jedes Summenzeichen erstreckt sich auf alle Werte des ihm nach- 
folgenden Arguments; da nun ^Ui(a:) = ^Uj(y) = 1 ist, so ergibt 
sich die Formel 

®[<pW + ^(y)] - ®[<)pW] + ®[Tf'(y)], (1) 

die auf eine beliebige Anzahl von Summanden ausgedehnt werden kann. 
Ist weiter f{x, y) = v{x)t(lf)f so wird 

S)[9(x) VW] -^9'(:r)U,(^)J'V(y)U,(y) - ®[9.(x)]®b(y)], (2) 

eine Formel, die sich ebenfalls für beliebig viele Faktoren erweisen 
läßt. Wenn insbesondere ^(y) = c, so wird 

^[Mx)] - ^9(^)Ui(^) • c2Vi,{y) - c^[g>iz)]. (3) 

Für einen stetigen Eollektivgegenstand ergeben sich mittels der 
Integralrechnung gleichlautende Regeln. 

Es seien n Urnen U^{^ ^ 1, 2, - - - n) vorhanden, die mit weißen 
(w) und schwarzen (s) Kugeln derart gefüllt sind, daß 

ist. Die einzelne Ziehungsreihe bestehe darin, daß aus jeder Urne 
eine Kugel hervorgeholt und ihre Farbe verzeichnet wird; solcher 
Reihen mögen m ausgeführt und nach der relativen Häufigkeit von 
(tv) geordnet werden; es handelt sich um die Verteilimgsfunktion 
dieses Arguments x. 

Betrachtet man zuerst die Ziehungen aus einer einzelnen Ume^ 
z. B. Ui, und bezeichnet die relative Häufigkeit von (tv) im einzelnen 
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Zage mit x^, so ist dieses Argument nur der zwei Werte und 1 
fähig und durchläuft während der Ziehungen eine m-gliedrige, aus 
und 1 irgendwie zusammengesetzte Beihe; die Verteilung dieser zwei 
Argumentwerte ist aber theoretisch a priori angebbar, indem 

U,(0)-SBr,(s)-.3„ U,(l)-2Br,(«')-A; 
auf Ghrund dieser bekannten Verteilung findet man 

®(^i)=-OU,(0) + lU,(l)-Ä (4) 

str\x,) - 35[(a;, -> p,y] - (0 --p,)m,{0) + (1 -1>.)^U,(1) 

Nun wenden wir uns den Zügen einer Ziehungsrei^ zu und 
ordnen wieder jedem die relative Häufigkeit von (w) zu; dann werden 
die den einzelnen Zügen zugeordneten Zahlen 

^i; ^9 ' ' ' ^if ' ' ' ^n 

n 

wieder teils 0, teils 1 sein, ihre Summe ^x^ aber bedeutet die ab- 

1 

n 

solute, —^j^i == X also die relative Häufigkeit von (w) in der 

1 
Ziehungsreihe, so daß 



nx ^ x^ + x^ + \-Xi-\ h a?„. (6) 

Die Verteilung eines jeden einzelnen x^ der rechten Seite ist 
durch die Elemente: Argumentdurchschnitt und Streuung im Sinne 
der Gleichungen (4), (5) gekennzeichnet; daraus lassen sich unter 
Anwendung der vorausgeschickten Regeln (1), (2), (3) die analogen 
Elemente für die Verteilung von x ableiten. Es ist nämlich 

^(nx) = n^{x) = ®(a:i)+ ®(ic,) + • • • + ®(a;J -pi +ft +... + p„, 
woraus 

^(.), ^'+^' + -+ ^.^^; (7) 

?i "1" ?i "h • * * "1" 3 

das Komplement hierzu heiße q, dann ist ^ = 1 —p =» ^ • 



Weiter kann mit Rücksicht hierauf aus (6) 

n{x -p) = {x, -p,) + {x^-p,) + -' + (x, - pj 
gefolgert werden, woraus sich 

n 

1 
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ergibt, die zweite Summierung über alle Wertpaare », i(»4*i) ®^ 
streckt; mithin hat man 

1 
und da laut (4) jedes ^{^i—pi) = ist, weiter 

n'Btr\x) = Jstr^(^,) = J^ftft. (8) 

1 1 

Setzt man p^— p^ Sij so ist g'< — J = — *< und 
2Piii =^(P + *i)(2 - *i) =«!><?- O - q)2Si -i"«.*, 

11 11 

wegen ^d^ = aber reduziert sich dies auf 

n 

nstr«(a;)=i)3-^- (8*) 

Geht man nun daran, die Verteilung des Arguments x, das zwar 
unstetig und lediglich der Werte 

1 1 ... ^^^ 1 

fähig ist, bei großem n wegen der dichten Anordnung dieser Werte 
aber als stetig behandelt werden kann, durch die d^Reihe darzustellen, 
und beschränkt man sich bei der Summenfunktion auf das erste Glied, 
so daß in erster Näherung 

2®(X) - 1 - *(F) 

genommen wird, so hat man 

wobei 

F = Ä(X-3)(a;)) = Ä(X-2>), dV^hdX 

zu setzen ist; hiermit wird 

und die Elemente dieser Funktion sind laut (7) und (8): 

Pi+Pt + \-P^ 

p = 

1 M 

Ä = 



8tr(a;)|/2 



V< 



1 



I 8. Anwendungen. 383 

Die Wahrscheinlichkeit^ daß die Abweichung X — /) = ö zwischen 
den Grenzen 



VI 



eingeschlossen sei, betragt demnach 



T^-Ty-^ 






dt, 

_^ ö 

k 

Hiermit ist der hauptsächliche Inhalt des Paissouschen Theorems 
wieder gefunden; die Deduktion hat vor der Poissonschen (Nr. 93) 
den Vorzugs daß sie sich an eine allgemeinere Oedankenbildung an- 
lehnt und das Theorem als einen speziellen Fall erkennen läßt^ der 
sich aus einer umfassenderen Fragestellung ergibt. Auch daß man 
es bei der vorstehenden Formulierung mit einer ersten Näherung zu 
tun hat^ die aber schon bei einigermaßen großer Yersuchszahl n für 
praktische Bedürfiiisse ausreicht, ist aus dem Gange der Entwicklung 
zu ersehen.^) 

Der Übergang zum BemouUißchen Theorem ist unmittelbar voll- 
zogen; man braucht nur die Urnen als von gleicher Füllung oder 
alle Ziehungen aus einer Urne ausgeführt vorauszusetzen, deren 
^{w) =p, SB(5) -= 2 = 1 — 2> sei; dann ergibt sich für die Grenzen 



^i-^rV^ 



der Abweichung vom normalen Wert p die Wahrscheinlichkeit 



y-' 



h ' «-"'" 



in Übereinstimmung mit dem wesentlichen Inhalt des BernouUi- 
schen Theorems (Nr. 77). 

Bemerkenswert ist die Streuungsformel (8*); sie zeigt die schon 
an früherer Stelle (Nr. 95) in anderem Zusammenhange festgestellte 
Tatsache, daß bei dem Poissonschen Umenschema die Streuung 
kleiner ist als bei einem BernouUischen mit denselben Grundwahr- 

1) Bruns, a. a. 0. S. 193—199, hat aach die Fortsetzung der <Mieihe ans den 
Daten des Umenschemas a priori feetgestellt, von der bei strengeren Anforde- 
rongen Gebrauch zu machen wäre. 
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echeinlichkeiten p, q, wo n^ir^{x) =pq ist, und zwar um so kleiner, 
je größer das Glied 

SV 

1 



ausfällt; dieses Glied stellt aber vermöge der Bedeutung des d^ das 
Quadrat der mittleren Abweichung der p^ von dem normalen Wert p, 
also die Streuung der p^, Je verschiedener also das Füllungsverhaltnis 
der Urnen, um so kleiner wird die Streuung (8*). Bei dem gleichen 
p kann sich die Streuung sehr verschieden gestalten je nach der Ver- 
teilung der Pi] darin liegt der Grund für die Anpassungsfähigkeit 
des Poissonschen Schemas an verschiedene Verteilungen. 



Tafel I. 

X 

Werte der Fonktioii 9{x) = r^ A 



V/. 



X 


<9>{x) 


Dift 


X 


<^W 


Diff. 


X 


«^(x) 


Diff. 


0,00 


0,0000 000 


"2833 


0,40 0,4283922 


95768 


0,80 


0,7421 010 


59023 


0,01 


0,0112833 


II2811 


0,41 


0,4379 690 


94986 


0,81 


0,7480 033 


58075 


0,02 


0,0225 644 


112 766 


0,42 


0,4474 676 


94 191 


0,82 


0,7538 108 


57130 


0,03 


0.0338 410 


112 699 


0,43 


0,4568 867 


93384 


0,83 


0,7595 238 


56189 


0,04 


0,0451 109 


112 609 


0,44 


0,4662251 


92567 


0,84 


0,7651 427 


55253 


0,05 


0,0563 718 


112 497 


0,45 


0,4754818 


91737 


0,85 


0,7706 680 


54322 


0,06 


0,0676215 


112 362 


0,46 


0,4846 555 


90897 


0,86 


0,7761 022 


53396 


0,07 


0,0788 577 


112 204 


0.47 


0,4937 452 


90046 


0,87 


0,7814398 


52475 


0,08 


0,0900781 


112 025 


0,48 


0,5027 498 


89185 


0,88 


0,7866 873 


51559 


0,09 


0,1012 806 


III 824 


0,49 


0,5116683 


88316 


0,89 


0,7918 432 


50650 


0,10 


0,1124630 


1 1 1 600 


0,50 


0,5204 999 


87438 


0,90 


0,7969 082 


49746 


0,11 


0,1236230 


I" 354 


0,51 


0.5292 437 


86550 


0,91 


0,8018 828 


48849 


0,12 


0,1347 584 


111087 


0,52 


0,5378 987 


85654 


0,92 


0,8067 677 


47958 


0,13 


0,1458671 


HO 799 


0,53 


0,5464 641 


84751 


0,93 


0,8115635 


47075 


0,14 


0,1569470 


1 10 489 


0,54 


0,5549 392 


83841 


0,94 


0,8162710 


46 198 


0,15 


0,1679959 


HO 158 


0,55 


0,5633 233 


82924 


0,95 


0,8208 908 


45328 


0,16 


0,1790117 


109 806 


0,56 


0,5716 157 


82001 


0,96 


0,8254 236 


44467 


0,17 


0,1899923 


109 434 


0,57 


0,5798 158 


81 071 


0,97 


0,8298 703 


43612 


0,18 


0,2009357 


109 041 


0,58 


0,5879 229 


80 136 


0,98 


0,8342315 


42766 


0,19 


0,2118398 


108 627 


0,59 


0,5959 365 


79196 


0,99 


0,8385081 


41927 


0,20 


0,2227 025 


108 193 


0,60 


0,6038 561 


78251 


1,00 


0,8427 008 


41097 


0,21 


0,2335218 


107 740 


0,61 


0,6116812 


77302 


1,01 


0,8468 105 


40275 


0,22 


0,2442 958 


107 267 


0,62 


0.6194 114 


76349 


1,02 


0,8508 380 


39462 


0,23 


0,2550225 


106 775 


0,63 


0,6270 463 


75 394 


1,03 


0,8547842 


38657 


0,24 


0,2657 000 


106 263 


0,64 


0,6345 857 


74 435 


1,04 


0,8586 499 


37861 


0,25 


0,2763 263 


105 734 


0,65 


0,6420 292 


73 473 


1,05 


0,8624 360 


37075 


0,26 


0,2868 997 


105 185 


0,66 


0,6493 765 


72510 


1,06 


0,8661 435 


36297 


0,27 


0,2974 182 


104 618 


0,67 


0,6566 275 


71545 


1,07 


0,8697 732 


35529 


0,28 


0,3078 800 


104034 


0,68 


0,6637 820 


70579 


1,08 


0,8733 261 


34769 


0,29 


0,3182834 


103 433 


0,69 


0,6708 399 


69 611 


1,09 


0,8768 030 


34020 


0,30 


0,3286 267 


102 814 


0,70 


0,6778 010 


68644 


1,10 


0,8802 050 


33280 


0,31 


0,3389081 


102 178 


0,71 


0,6846 654 


67676 


i,ii 


0,8835 330 


32549 


0,32 


0,3491 259 


loi 526 


0,72 


0,6914330 


66708 


1,12 


0,8867 879 


31 828 


0.33 


0,3592 785 


100859 


0,73 


0,6981 038 


65742 


1,13 


0,8899 707 


31 116 


0.34 


0,3693 644 


100 175 


0,74 


0,7046 780 


64776 


1,14 


0,8930 823 


30415 


0,35 


0,3793819 


99 477 


0,75 


0,7111556 


63811 


1,15 


0,8961 238 


29724 


0.36 


0.3893 296 


98763 


0,76 


0,7175367 


62849 


1,16 


0,8990 962 


29042 


0,37 


0,3992 059 


98034 


0,77 


0,7238216 


61888 


1,17 


0,9020 004 


28370 


0,38 


0,4090 093 


97292 


0,78 


0,7300 104 


60931 


1,18 


0,9048 374 


27709 


0,39 


0,4187385 


96537 


0,79 


0,7361 035 


59 975 


1,19 


0,9076 083 


27057 
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X 


<t>{x) 


Dift 


X 


<I^W 


Diff. 


X 


^W 


DiC 


1,20 


0,9103 140 


26415 


1,70 


0,9837 904 


6166 


2,20 


0,9981 372 


872 


i,ai 


0,9129 555 


25784 


1,71 


0,9844070 


5958 


2,21 


0,9982 244 


835 


1,22 


0,9155339 


25 162 


1,72 


0,9850 028 


5 757 


2.22 


0,9983 079 


799 


1,23 


0,9180501 


24551 


1,73 


0,9855 785 


5561 


2,23 


0,9983 878 


764 


1.24 


0,9205 052 


23949 


1,74 


0,9861 346 


5371 


2,24 


0,9984 642 


731 


1.25 


0,9229 001 


23358 


1.76 


0,9866 717 


5186 


2,25 


0,9985 373 


698 


1,26 


0,9252 359 


22777 


1,76 


0,9871 903 


5007 


2,26 


0,9986071 


668 


1,27 


0,9275 136 


22206 


1,77 


0,9876 910 


4832 


2.27 


0,9986739 


638 


1,28 


0,9297 342 


21645 


1,78 


0,9881 742 


4664 


2,28 


0,9987377 


609 


1,29 


0,9318 987 


21093 


1.79 


0,9886 406 


4 499 


2,29 


0,9987 986 


582 


1,30 


0,9340 080 


20552 


1,80 


0,9890 905 


4340 


2,30 


0,9988 568 


556 


1,31 


0,9360 632 


20 020 


1,81 


0,9895 245 


4186 


2,31 


0,9989 124 


531 


1,32 


0,9380 652 


19498 


1,82 


0,9899431 


4036 


2,32 


0,9989 655 


507 


1,33 


0,9400 150 


18987 


1,83 


0,9903 467 


3892 


2,33 


0,9990 162 


484 


1,34 


0,9419 137 


18485 


1,84 


0,9907 359 


3751 


2,34 


0,9990 646 


461 


1,35 


0,9*37622 


17992 


1.85 


0,9911 HO 


3615 


2,35 


0,9991 107 


441 


1.36 


0,9455 614 


17 510 


1,86 


0,9914725 


3482 


2,36 


0,9991 548 


420 


1,37 


0,9473 124 


17036 


1,87 


0,9918 207 


3 355 


2,37 


0,0991 968 


401 


1,38 


0,9490 160 


16573 


1,88 


0,9921 562 


3231 


2,38 


0,9992 369 


382 


1,39 


0,9506 733 


16 118 


1,89 


0,9924 793 


31" 


2,39 


0,9992751 


364 


1,40 


0,9522851 


15673 


1,90 


0,9927 904 


2995 


2,40 


0,9993115 


347 


1,41 


0.9538 524 


15238 


1,91 


0,9930 899 


2883 


2,41 


0,9993 462 


331 


1,42 


0,9553 762 


I48II 


1,92 


0,9933 782 


2775 


2,42 


0,9993 793 


315 


1,43 


0,9568 573 


14393 


1,93 


0,9936557 


2664 


2,43 


0,9994 108 


300 


1,44 


0,9582 966 


13984 


1,94 


0,9939 226 


2568 


2,44 


0,9994 408 


286 


1,45 


0.9596 950 


13585 


1,95 


0,9941 794 


2469 


2,45 


0,9994 694 


272 


1,46 


0,9610 535 


13 194 


1,96 


0,9944 263 


2374 


2,46 


0,9994966 


260 


1,47 


0,9623 729 


12 812 


1,97 


0,9946 637 


2283 


2,47 


0,9995 226 


246 


1,48 


0,9636 541 


12483 


1,98 


0,9948 920 


2194 


2,48 


0,9995 472 


235 


1,49 


0,9648 979 


12073 


1,99 


0,9951 "4 


2 109 


2,49 


0,9995 707 


223 


1,50 


0,9661 052 


II 716 


2,00 


0,9953 223 


2025 


2,50 


0,9995 930 


213 


1,51 


0,9672 768 


11367 


2,01 


0,9955 248 


1947 


2,51 


0,9996 143 


202 


1,52 


0,9684 135 


II 027 


2,02 


0,9957 195 


1868 


2,52 


0,9996 345 


192 


1.53 


0,9695 162 


10695 


2,03 


0,9959 063 


1795 


2,53 


0,9996 537 


183 


1,54 


0.9705 857 


10370 


2,04 


0,9960 858 


1733 


2,54 


0,9996 720 


173 


1,55 


0,9716227 


10054 


2,05 


0,9962 581 


1654 


2,55 


0,9996 893 


165 


1,56 


0,9726281 


9 745 


2,06 


0,9964 235 


1587 


2,56 


0,9997 058 


157 


'»57 


0,9736 026 


9 444 


2,07 


0,9965 822 


1522 


2,57 


0,9997215 


149 


1,58 


0,9745 470 


9150 


2,08 


0,9967 344 


I 461 


2,58 


0,9997 364 


141 


1,59 


0.9754 620 


8864 


2,09 


0,9968 805 


I 400 


2,59 


0,9997 505 


135 


1,60 


0,9763 484 


8585 


2,10 


0,9970 205 


1343 


2,60 


0,9997 640 


127 


1,61 


0,9772 069 


8312 


2,11 


0,9971 548 


1288 


2,61 


0,9997 767 


121 


1,62 


0,9780381 


8048 


2,12 


0,9972 836 


1234 


2,62 


0,9997 888 


H5 


1,63 


0,9788 429 


7789 


2,13 


0,9974 070 


I 183 


2,63 


0,9998 003 


109 


1,64 


0,9796218 


7538 


2,14 


0,9975 253 


1133 


2,64 


0,9998112 


103 


1,65 


0,9803 756 


7293 


2,15 


0,9976 386 


1086 


2,65 


0,9998215 


98 


1,66 


0,9811049 


7055 


2,16 


0,9977 472 


1039 


2,66 


0,9998313 


93 


1.67 


0,9818 104 


6824 


2,17 


0,9978511 


994 


2.67 


0,9998 406 


88 


1,68 


0,9824 928 


6598 


2,18 


0,9979 505 


954 


2,68 


0,9998 494 


84 


1.69 
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Argument eines EoUektivgegenstandes 
346. 
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Ars conjectandi 16. 
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Ausgleichung von Beobachtungen 246: 
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Ausgleichungdrechnung 246. 
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Außergewöhnliche Ereignisse 29 — 30. 
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320; zur Ausgleichung bedingter Be- 
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lehre 870. 
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nauigkeit 298; — ungleicher Genauig- 
keit 306; bedingte gleicher Genauig- 
keit 331 ; — ungleicher Genauigkeit 386. 



Beobachtungsdifferenzen, ihr Gesetz 268; 
ihre Verwendung 274. 

Binomialformel in der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung 67. 

Bouillottespiel 70—72. 

Brelan 70—72. 

Chance 12. 

Definition der mathematischen Wahr- 
scheinlichkeit 14; eines EoUektiv- 
gegenstandes 846. 

Dichte eines Gebiets 79. 

Dichtester Wert 366. 

Direkte Beobachtungen, s. Beobachtun- 
gen. 
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132; normale 168; untemormale 168; 
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Durchschnittsfehler 268; einer direkten 
Beobachtung 280; der Gewichtseinheit 
286. 

Durchschnittswahrsoheinlichkeit 166 ; von 
bestimmter und von willkürlicher Zu- 
sammensetzung 168. 

Durchschnittswerte, s. Mittelwerte. 

Einsatz im Spiel 207. 

Elementarwahrscheinlichkeit 166. 

Elemente 298. 

Elementenausgleichung 298. 

Empirische Formeln 819. 

Empirische Wahrscheinlichkeit 196, 202 

Entstehungsmodi 171. 

Ereignis 6. 

Ereignisse, entgegengesetzte 16. 

Erfahrungswahrscheinlichkeit 196. 
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Erkenntniswert einer Wahrscheinlich- 
keitsbestimmung 12. 

Erwartung, Maß dafnr 15. 

Exemplar eines Kollektivgegenstandes 
345. 

Experimentelle Bestimmung einer Wahr- 
scheinlichkeit 286. 

Exponentialgesetz 854. 363. 

Fakultäten 21. 

Fehler, konstante 248; regelmäßige, 
systematische 248; znföllige 249; Ele- 
mentar- 250; wahre 259; scheinbare 
269; durchsdmittlicher 268; mittlerer 
259; wahrscheinlicher 269; größter 273. 

Fehlergesetz 250; aus der Hypothese 
der Elementarfehler 251—256; aus der 
Hypothese des arithmetischen Mittels 
257 — 260; einer linearen Funktion 
direkter Beobachtungen 260—262; von 
Beobachtungsdifferenzen 263. 

Fehlerrisiko 266. 

Formel von Stirling 22. 24—25. 

Funktionen direkt beobachteter Größen 
294; Beispiele dazu 296—298. 

Gattungsbeschreibung 344. 

Gaußsches Gesetz, einfaches und zwei- 
seitiges 851 

Genauigkeit einer Beobachtung 279; des 
arithmetischen Mittels 278—279. 

Genauigkeitsmaße 266; ihre verglei- 
chende Betrachtung 270. 

Geometrische Wahrscheinlichkeiten 75. 
84. 87—109. 

Gesetz der großen Zahlen 184—139. 164. 
168 ; aus den Sätzen von Tchebyeheff 
218—219; vom Standpunkte derKollek- 
tivmaßlehre 379. 

Gewicht einer Beobachtung 282; der 
Unbekannten 803. 

Gewichtsgleichungen 304,307 ; Auflösung 
der — 310. 

Gewinnteilungsregel 207—208. . 

Gewißheit 5. 15. 16; absolute 17; mora- 
lische 17. 

Gleichmögliche Fälle 9. 10. 18. 

Glücksspiele 9. 

Grenzwerte von Wahrscheinlichkeiten 17. 

Grundannahmen bei Problemen über 
geometrische Wahrscheinlichkeiten 86. 

Grund und Folge 1. 

Gruppen, übergreifende 144 ; isolierte 146. 



Ghruppenschema für zufällige Ereignisse 

149. 
Günstige Fälle 12. 

Hofinung, mathematische 205; moraliache 
287. 

Homogene Gebiete 79. 

Hypothese der Elementarfehler 251. 

Hypothese des arithmetischen Mittels 257. 

Hypothese von Daniel Bemoulli 286; 
ihre moderne Bedeutung 244—846 

Hypothesen 171 ; wahrscheinlichste Hypo- 
these 181. 

Hypothesenprozeß bei der Wahrschein- 
lichkeitsbestimmung 77. 

Hypothetisches Urteil 1; hypothetiBch7 
disjunktives Urteil 2. 18. 

Individualbeschreibung 844. 
Inhalt einer transfiniten Menge 88. 
Intuitive Wahrscheinlichkeitsbestim- 
mung 76. 

Jeu du Joint couvert 108. 
Jeu du Treize 89. 

Kollektivgegenstand 844; Definition 845. 

350; Beispiele von KoUektivgegen- 

si^den 845; stetige, unstetige Eollek- 

tivgegenstände 346. 
Kollektivmaßlehre 344. 
Kombination von Beobachtungen 276. 
Kombinationen ohne Wiederholung 20; 

mit Wiederholung 20. 
Kombinatorik 19. 
Kontrollen 317. 335. 
Korrelaten 384; — Gleichimgen 834. 885. 

Lotteriespiel 41, 64—56. 
Lotterieziehungen, Erfahrungsdaten dar- 
über 139—148. 

Mächtigkeit einer Menge 82. 

Mathematische Erwartung, s. Hoffnung. 

Maximalglied der Binomialentwicklung 
118—115. 

Mengen, endliche, transfinite 82 ; abzähl- 
bare 88; von Punkten, nirgend, über- 
all und stellenweise dicht 88. 

Mengenlehre in der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung 82 — 84. 

Methode der kleinsten Quadrate 278w 
288. 802. 807. 
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Methoden, indirekte, der Wahrschein- 
lichkeitsbestimmung 42. 

Mittelwerte vom Znfall abhängiger 
Größen 91; von Fehlerpotenzen 270; 
Ton Abweichungen 861. 

Mittlere Abweichung, beim Bemoulli- 
sehen ümenschema 125; beimPoisson- 
sehen Schema 161. 

Idittlerer Fehler 269; einer direkten Be- 
obachtung 281; des arithmetischen 
Mittels 281. 284—286; der Gewichts- 
einheit 282. 284; bei vermittelnden 
Beobachtungen 804; bei bedingten 
Beobachtungen 384. 

Mögliche Fälle 9. 

Möglichkeit 2. 

Moralische Erwartimg, s. Hoffnung. 

Münzversuche Buffons 192. 

Multiplikationssatz der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung 48. 

Xadelproblem 88—89; Versuche dazu 
161—162. 

Näherungswerte der Unbekannten 812. 

Xichtlineare Relationen bei vermitteln- 
den Beobachtungen 812. 

Normalform der ^- Reihe 363. 

Normalgleichungen 803. 307. 884; Auf- 
lösung der — 808; Bildung der — 
316; reduzierte — 810. 884. 

Notwendigkeit 1. 6. 8. 14. 16. 

Objektive Bedeutung der Wahrschein- 
lichkeit 6. 

Paradozon von Bertrand 106; Versuche 
dazu 162. 

Partialsummen 865. 

Permutationen 19. 

Petersburger Problem 241. 

Präzision einer Versuchsreihe 181. 

Präzisionsmaß 260. 

Prinzip des mangelnden Grundes 10. 11; 
des zwingenden Grundes 10. 11. 

Prinzipien der Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung 16. 18. 

Problem von Moivre 66 — 70. 

Reduktionslage einer Verteilungstafel 

849. 
Rekrutenmaße 356. 
Renkontrespiel 39. 
Risiko, mathematisches, durchschnitt- 



liches 219—220; absolutes und rela- 
tives 220; eines Massenspiels 228; 
mittleres 226; nach Küttners Auf- 
fassung 282. 
Roulettespiel 144. 

Sätze über Mittelwerte: erster 98; 
zweiter 94; dritter 97. 

Sätze von Tchebychetf 212—216. 

Seitengleichung in einem Polygon 841. 

Sekundenpendel, seine Länge 826. 

Spannkraft gesättigten Wasserdampfea 
827. 

Stationsausgleichung 828. 

Stirlingsche Formel 22. 24—26. 

Streuung einer Kollektivreihe 862. 

Subjektive Bedeutung der Wahrschein- 
lichkeit 6. 

Summenfunktion 852. 

Summenverfahren 864. 

Tatbestand 6. 

Teilungsproblem 59. 209. 

Theorem von Bajes 171. 174. 178. 

Theorem von Bemoulli 109; seine Formu- 
lierung 120—121. 160. 219; seine üm- 
kehrung 184; vom Standpunkt der 
Kollektivmaßlehre 879. 

Theorem von Poisson 162; seine Formu- 
lierung 169. 219; vom Standpunkt 
der Kollektivmaßlehre 879. 

Totalsummen 866. 

Trente et quarante 72 — 74. 

Typen von Wahrscheinlichkeitsproblemen 
84. 

Umfang eines Kollektivgegenstandes 846. 

Umkehrung des Bernoullischen Theorema 
184. 

Unabhängigkeit von Ereignissen 18. 

Ungünstige Fälle 12. 16. 

Urliste eines Kollektivgegenstandes 348» 

Ursachen 8. 12. 171; ihre Natur 176. 

Urteil, hypothetisches 1; hypothetisch- 
disjunktives 2. 18. 

Valenz, Valenzfunktion 77. 

Variationen ohne Wiederholung 20; mit 
Wiederholung 21. 

Vermittelnde Beobachtungen, s. Beob- 
achtungen. 

Vermutung 16. 

Verteilung der Endnullen in einer 
Logarithmentafel 370; von Brustum- 
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fangen 872; der Gestorbenen nach 

dem Alter 874. 
Verteilungsfunktion 860. 
Verteilangskiirve 848. 
Verteilnngstafel 847 ; prim&re, redouorte 

848—849. 
Vierpmiktproblem 99; fdr dkw Dreieck 

99; fOr den Kreis 101. 
YorauBsetzongen der Wahrscheinlich- 

keitsreohnnng 18. 

Wahrer Wert einer physischen GrOße 

S68— 264. 
Wahrscheinliche Abweichnng 128. 
Wahrscheinlicher Fehler 269; einer 

direkten Beobachtong 281. 
Wahrscheinlichkeit 6. 16; mathematische 

14; ihre Bedentang 15; absolute 48; 

relative 48 — 44; yollständige oder 

totale 46; susammengesetzte 47. 48; 

geometrische 76. 84; von Ursachen 

187; einer bestimmten Summe bei 

n Würfeln 66—66. 
Wahrscheinlichkeiten verschiedener 

Fehlergrenzen 278. 



Wahrscheinlichkeitsbestimmung a priori 
14. 170; a posteriori 14. 170. 196. 
199. 

Wahrscheinlichste Hypothese 181. 

Wahrscheinlichstes Ei^bnis einer Ver- 
suchsreihe 118. 

Wappen-Schrift 12. 

Wechselpunkte 847. 

Wette 16. 

Widerspräche bei bedingten Beobach- 
tungen 882. 

Wiederholte Beobachtungen 109. 

Willkürliche (Gerade in der Ebene 102. 

Willkürliche Verteilungen, ihre analy- 
tische Darstellung 856—861. 

Winkelansgleichung in einem Dreieck 
886. 

Winkelgleichung in einem Polygen 840. 

Würfelversuche 149. 

Zeitmoment in der Wahrscheinlichkeits- 
theorie 6. 

Zufall 7. 8; reiner 18. 

Zusammenhang zwischen Wahrscheinlich- 
keit und Mittelwert 92. 
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Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin. 
Emanuel Czuber: 

Geometrische Wahrscheinlichkeiten u. Mittelwerte. 

Mit 115 Textfiguren. [VII u. 244 S.] gr. 8. 1884. geh. n. UK 6.80. 

Das vorliegende Buch ist der erste Versuch einer systematischen 
Darstellung der geometrischen Wahrscheinlichkeiten und der damit eng 
zusammenhängenden geometrischen Mittelwerte. Der erste Teil, „Geo- 
metrische Wahrscneinlichkeiten", zerfällt in drei Abschnitte, 
welche der Reihe nach willkürlich angenonmiene Punkte (in Linien, in 
Flächen, im Räume), willkürlich gezogene Geraden (in der Ebene, im 
Räume) und willkürlich gelegte Ebenen zum Gegenstände haben. Im 
zweiten Teile, „Geometrische Mittelwerte'* betitelt, ist von einer 
weiteren Gliederung des Stoffes Abstand genommen worden; die Probleme 
sind hier nach den zu ihrer Lösung verwendeten Methoden geordnet. 

Theorie der Beobachtungsfehler. 

Mit 7 Textfiguren. [XIV u. 418 S.] gr. 8. 1891. geh. n. JCS.— 

Eine zusammenfassende Darstellung der wissenschaftlichen Grund- 
lagen der Fehlertheorie und der auf sie gegründeten Ausgleichungs- 
rechnung, wie sie dieses Buch zu geben versucht, soll einem doppelten 
Zwecke dienen: den Mathematiker in dieses durch Metaphysik und Analyse 
gleich interessante Gebiet der Wahrscheinlichkeitsrechnung einführen und 
demjenigen, den praktische Probleme mit der Ausgleicnungsrechnung, 
diesem unerläßlich gewordenen Bindeglied zwischen Beobachtmigen einer- 
seits und den aus ihnen gefolgerten Resultaten andererseits, zusammen- 
führen, ein möglichst umfassendes Bild ihrer Entwicklung nach der 
theoretischen Seite bieten. Die technische Ausführung der Rechnungen 
bei Lösung spezieller Aufgaben aus verschiedenen Gebieten der An- 
wendung nlllt hiemach nicht in den Rahmen des Buches. 

Die Entwickelung der Wahrscheinlichkeitstheorie 
und ihre Anwendungen. 

A. u. d. T. : Jahresbericht der Deutschen Mathematiker- Vereinigung. VII, 2. 

[Vm u. 279 S.] gr. 8. 1899. geh. n. JC 8.—. 

Die Schrift stellt sich die Aufgabe, den Entwickelungsgang der 
Wahrscheinlichkeitstheorie bis zu ihrem heutigen Stande in knappen 
Zügen zu zeichnen und auf die Anwendungsgebiete so weit einzugehen, 
als es sich dabei um theoretische Fragen handelt. Der philosophischen 
Seite des Gegenstandes wird mehr Aufmerksamkeit zugewendet, als dies 
sonst in mathematischen Schriften zu geschehen pflegt. Es erwies sich 
als zweckmäßig, nicht den historischen Gang, sondern die sachliche 
Gliederung zur Grundlage der Anordnung zu wählen. So werden denn 
der Reihe nach die Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie; ihre An- 
wendung auf die Ergebnisse wiederholter Versuche; die Wahrscheinlich- 
keit der Ursachen beobachteter Ereignisse und das Schließen auf sukünfbige 
Ereignisse; die Beurteilung vom Zufall abhängiger Vor- und Nachteile; 
die Anwendungen der Wahrscheinlichkeitstheorie auf Zeugenaussagen und 
Entscheidungen von Gerichtshöfen, auf die Resultate von Messungen, 
endlich auf die Statistik behandelt. 
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Emanuel Czuber: 

Vorlesungen Über Differential- und 
Integralrechnung. 

In 2 Bänden. 2. BOigfUltig durchgesehene Auflage. 

I. Differentialrechnung. Mit 116 Figuren. [XIV u. 660 S.] gr. 8. 

1906. In Leinwand geb. n. JL 12.— 
II. Integralrechnung. Mit 87 Figuren. [Vm u. 682 8.] gr. 8. 1906. 

In Leinwand geb. n. JL 12.— 

Bei der Abfassung dieses Werkes hat sich der Verfasser als Ziel 
gesteckt, eine Darstellunff der theoretischen Grundlagen der Infinitesimal- 
rechnung in organischer Yerbindunff mit deren Anwendungen, insbesondere 
den geometrischen, von solchem Umfange zu geben, als es einerseits für 
das Studium jener ansewandten Disziplinen, in denen die Mathematik 
den Grund zu legen hat, erforderlich ist, und als es andererseits die 
Vorbereitung für das Eintreten in Spezialgebiete der Analysis vor- 
aussetzt. Er hatte in erster Linie die B^ürfhisse der Technischen 
Hochschulen im Auge, wo eine so geartete Behandlung des Gegenstandes 
allein am Platze ist, glaubt aber, daß auch Studierende der Mathematik 
im engeren Sinne von dem Buche mit Nutzen Gebrauch machen kOnnen ; 
denn die reichliche Bedachtnahme auf die Anwendung der theoretischen 
Sätze soll nicht bloß dazu dienen, das Interesse an dem Gegenstände, 
das ja hier vorausgesetzt werden muß, wach zu erhalten, sie ist vielmehr 
geeignet, das Verständnis der Theorie zu fordern und zu vertiefen. 

„. . . Wm ferner beide Bände vorteilhaft ron anderen fthnliohen Büchern aus- 
seiohnet, das ist die ronügliche Answahl and die klare Behandlang der sahireichen, 
sam Teil vOllig neuen Beispiele, welche namentlich die geometrischen Anwendungen 
der Methoden erl&atem; and nach dieser Bichtang kann nach Ansicht des Referenten 
gerade den Technikern lüemals sa viel geboten werden. Für sie ist auch namentlich das 
Kapitel über Massenanziehung und Potential im 4. Abschnitte des n. Bandes von be- 
sonderem Wert«, sowie die Anwendungen der Differentialgleichnngen, deren Theorie man 
in gedrängtem Bahmen wohl kaum irgendwo besser dargestellt finden dürfte.*' 

(A. ▼. Braunmühl in den Blittera fOr tes bayritofee QymnatialsohHlwesen.) 

n . . . Überall tritt in dem Werke, welches su den besten seiner Art su zählen ist, 
das Bestreben des Verfassers sutage, den strengeren Untersuchungen, durch welche in 
den letzten Jahrsehnten die Analysis bereichert worden ist, Rechnung zu tragen und sich 
auf den Boden der modernen Forschung zu stellen, so weit dies in einem für Anfänger 
bestimmton Buche tunlich und durchführbar ist. Infolgedessen findet man überall ein 
tieferes Eindringen in solche theoretische Betrachtungen, mit denen jetzt auch der An- 
fänger möglichst vertraut werden muß.'' (Zeltsohr. f. i. imtli. u. naturw. Unterr.) 

^ . . . Die Klarheit und Präzision der Darstellung, die streng wissenschaftliche Be- 
handlung der einzelnen Partien, die stete Rücksichtnahme auf die Anwendungen, nament- 
lich auf die Geometrie, zeichnen das Werk aus. Es ist das Buch nicht nur Im Sinne 
des Technikers, sondern auch des Fachmannes, der Mathematik um ihrer selbst willen 
betreibt, verfaßt; der ausgezeichnete Autor hat in allen Teilen seiner Entwicklungen 
gestrebt, jeder Theorie mehrere Seiten abzugewinnen, so z. B. hat er in der Lehre von 
den Differentialgleichungen die geometri«che Bedeutung derselben stets im Auge gehabt. 

So scheiden wir von dem Werke, das uns schOne Stunden geistigen Genusses be- 
reitet hat, und dies nicht nur wegen des reichen und gutgewählten Inhaltes, sondern wegen 
der überall lichtvollen Darstellung, die dem Buche sein besonderes Gepräge 
verleiht. Der Verfasser zeigt sich gerade darin als ausgezeichneter akademischer Lehrer, 
der auch mancher spröden Materie Leben zu geben vermag. Das Buch ist für die Hoch- 
schule geschrieben; es soll den in die Tiefen der Mathematik Eindringenden, dem Tech- 
niker auch ein verläßlicher Ratgeber bei späteren Forschungen sein, die es anbahnt Daß 
es dem Autor gelungen ist, sein Buch in jeder Beziehung nütslich zu gestalten, wird ihm 
wohl jeder zugeben, der sich mit demselben beschäftigt hat. Möge der Verbreitungskreis 
der Vorlosangen über Differential- und Integralrechnung von Professor Czuber ein recht 
großer sein." (Zeltsohrift fOr die Ssteireiohisoben Qynnasiea.) 



Verlag von B. G, Teubner in Leipzig und Berlin. 

Blascllke, Dr. E., Regienmgsrat im Minist, d. Innern^ Professor an der 
Technischen Hochschule zu Wien, Vorlesungen üher mathema- 
tische Statistik. Die Lehre von den statistischen Maßzahlen. Mit 
17 Textfiguren und 5 Tafeln. [Vm u. 268 S.] gr. 8. 1906. In Lein- 
wand geh. n. JL 7.40. 

Im ersten Teil« d«r VoilMiuigMi — die Btiiiiehst als Sfcadienbthtif fOr die Hörer der 
an den Hoohsohnltn bestahendan Knrsa fOr Yerslcharangstaehnlk dienen, dann aber auch an- 
gesichts der aoBerordentUehen Entwioklnng des PersonenTerdcherongswesens den Interessen 
weiterer Kreise entgegenkommen sollen — werden die Methoden snr HersteUung einwand- 
freier statistischen TabeUen (Absterbeordnongen, InTaliditAtstafeln, Krankentafeln, Heirats^ 
Ordnungen nsw.), im «weiten Teile auf Grandlage ron Untersnohongen Ober die Bedeattmg' 
der Tabcdlen die Anwendungen erörtert, welche sich hieraus einerseits fUr die Theorie der 
PersonenTersicherung, andererseits für das unter dem Namen der Tafelausgleiohung bekannte 
statistisdae Problem ergeben. 

Das Bestreben, den Wissenssweig Tor allem flir die Praxis nutsbar su machen, führte- 
dazu, wenn auch nur im Anhange, auf einige mechanische Hilfsmittel der Forschung (die Z&hl- 
maschine) hinsuweisen und damit für deren allgemeine Verwendung die Wege su ebnen. 

Bortkei?it8Cll» Dr. L. von, Professor an der Universität Berlin, das Oesetz. 
der kleinen Zahlen. [VII u. 52 S.] gr. 8. 1898. geh. n. UK 2.— 

Die Torliegende Abhandlung stellt den ersten Versuch dar, statistischen Reihen, welche- 
aus kleinen absoluten Zahlen bestehen, rom Standpunkte der Wahrscheinlichkeitsrechnung aus^ 
nAher su treten, d. h. die Oesetse des Zufklls an diesen statistischen Daten au untersuchen. 
Es ergibt sich, daß die bei den untersuchten Reihen gefundenen Schwankungen den Voraus- 
sagungen der Theorie fast vollstindig entsprechen, worin eben das Gesets der kleinen Zahlen. 
besteht. Den scheinbaren Widerspruch zwischen dem Verhalten der groAen und kleinen 
Ereignissahlen erkl&rt Lexis Theorie der Fehlerexsedonten. 

Braus, Geheimer Hofrat Dr. Heinricll, Professor an der Universität 
Leipzig, Grundlinien des wissenschaftlichen Rechnens. [V] 
u. 159 S.] gr. 8. 1903. geh. n. .^ 3 . 40, in Leinwand geb. n. .^ 4 . — 

Der Verfasser hatte bei den Übungen in seinem Seminar fQr „wissenschaftliche» 
Rechnen** schon vor längerer Zeit damit begonnen, den Teilnehmern die sur Vorbereitung er- 
forderlichen mathematischen Entwicklungen autographiert in die Hand su geben, um dadurch 
Zeit fdr die Behandlung besonderer Aufgaben su gewinnen. Diese Aufseichuungen werden hier 
in etwas erweiterter Gestalt der Öffentlichkeit übergeben, da es sich um Dinge handelt, für die 
es bisher an einer handlichen Zusammenstellung fehlte, und die überdies außerhalb des Kreises 
der berufsmftSigen Rechner keineswegs so bekannt sind, wie sie es bei ihrer erprobten Nütz- 
lichkeit verdienen. 

^— ^— Wahrscheinlichkeitsrechnung und Kollektivmaßlehre. 
[Vin u. 310 S. und Anhang 18 S.] gr. 8. 1906. geh. n. JL 7.80, 
in Leinwand geb. n. JL 8.40. 

Das Torliegende Buch ist aus den Vorlesungen entstanden, die der Verfasser über 
Wahrscheinlichkeitsrechnung gehalten hat Nachdem es ihm gelungen war, eine brauchbare 
analytische Darstellung für willkürliche Verteilungsfunktionen aufsufinden, hat er das Haupt- 
gewicht auf die Entwicklung der KoUektivmaAIehre gelegt, die rund swei Drittel des Werkes 
ausfüllt. Die sogenannten Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf Versicherungs- 
wesen, Statistik und Fehlertheorie werden nur flüchtig gestreift, weil diese Gegenstände Ittngst 
über den Rahmen einer bloßen Anwendung hinausgewachsen sind und eine selbständige Be- 
handlung beanspruchen dürfen. Als Ausgleich bietet das Werk die erste lehrbuchmäAige Dar- 
stellung der allgemeinen KoUektivmaAlehre. 

Cantor, Geheimer Hofrat Dr. M., Professor an der Universität Heidel- 
berg, politische Arithmetik oder die Arithmetik des täg- 
lichen Lebens. 2. Auflage. [X u. 155 S.] gr. 8. 1903. In Lein- 
wand geb. n. «^ 1 . 80. 

Dss Torliegende Büchlein umfaßt den Inhalt der Vorlesungen, die der Verfasser all- 
winterlich über politische Arithmetik für Kameralisten an der Universität Heidelberg hält und 
su deren Veröffentlichung er sich entschloß, weil keine der yorhandenen Schriften entfernt den 
gleichen Stoff, der hier auf ca. 10 Bogen susammengedringt ist^ bahan-dAM. 



Helmert, Gebeimer Regierangsrat Dr. F. R., Professor an der Universität 
Berlin und Direktor des Kgl. Preußischen Geodätischen Institutes 
hei Potsdam, die Ausgleichungsrechnung nach der Methode der 
kleinsten Quadrate. Mit Anwendungen auf die Geodäsie, die Physik 
und die Theorie der Meßinstrumente. 2. Auflage. [XVUI u. 578 S.] 
gr. 8. 1907. In Leinwand geh. n. JL K). — 

Das TorUegende Buch über Aosgleichaugsrochnung will Gelegenheit bietou, die Behand- 
lung von lleiiplclen bei einer alch an den Tortrag anachliefienden Dantellung In der nur durch 
den Druck >a erreichondcn ki>nipendi6iiou Porm Überblicken cu lassen, wobei es zweckmäßig 
erschien, den Bcispielun die aligemeinen Formeln uubst deren Entwicklung bei7.ufügon. 

In der Neuauflage sind die bei zahlreichen Anwendungen gewonnenen Erfahrungen des 
Verfassers berücksichtigt. Insbesondere sind die Untersuchungen der Beobachtungsfehlcr, die 
interpolatorischen Anwendungen der Methode der kleinsten Quadrate, die instrumentelleu 
Untersuchungen, die Horicoutalwinkelmessungen und die Ausgleicliung der Dreiecksnet/.o aus- 
führlicher behandelt. Bei der Ableitung der Grundformeln ist das einfache Prinzip der Methode 
der kleinsten Quadrate, die Quadratsumme der Verbesserungen gleich genauer Beobachtungen 
SU einem Minimum zu machen, noch deutlicher als bisher in den Vordergrund gestellt. 

die mathematischen und physikalischen Theorien der 

höheren Geodäsie. 2 Teile, gr. 8. geh. n. .>Ä38. — 

Einzeln: Einleitung u. I. Teil. Die mathcmatiBchen Theorien. Mit 

vielen Figuren im Text. [XV u. 681 S.] 1880. n. M. IS.— 

IL Teil. Die physikalischen Theorien, mit Untersuchungen 

über die mathematische Erdgestalt auf Grund der Beob- 

uchtunj^n. Mit Figuren im Text und 2 lithogr. Tafeln. 

[XVI u. 610 S.] 1><84. n. .H. 20.— 

Bei der Abfaitsuug dieses Werke« war es die Absicht des Verf., in einfacher und öydtc- 

matischer Form die wissenschaftlichen Grundlagen der Landesvermessuugt'n UTtd KnlmeaauiiKeu 

Eur Darstellung zu bringen, dabei wesentlich weiter als die Jjchr- und Hniidbüchor über diedo 

Diszii)1iiifu zu gdtcu, ohne doch das ]>rukti»che /iol, die Anwendung, ali« liituiitsuche .'iuäer 

acht zu la*i»on. Er hofTt dadurch iu glüiclier W'eiie jüngeren wie ältervii Fachgenuss-^u c-twan 

Brauchbares im bioten. 

Manes, Professor Dr. A., Generalsekretär des deutschen Vereins für Ver- 
sicherungswissenschaften in Berlin, Versicherungswesen. A.u.d.T.: 
B. G. Teubners Handbücher für Handel und Gewerbe. [XII u. 
468 S.] gr 8. 1905. geb. n. j![ 9.40, in Leinwand geb. n. M, 10. — 

Das vorliegende Werk sucht unter Verwertung der zum großen Teil wenig oder gar 
nicht bttkanuteu Literatur und in steter Fühlung mit der Praxis eine systematische Darstellung 
der gesHmton Versichorung^wiHsenschaft zu geben. Neben den deutschen Verh&ltnisaeu wurden 
die englischen und amerikuuischen eingehend beachtet. Die i>rstc liälfte des Buches behandelt 
das VerbicheruugKwerien im allgemeinen: BegrilT und Wesen, Bedeutung und Entwicklung, 
Organisation und Technik der Versicherung, die Versicherungspolitik und die Versiclierungü- 
wissenschaft. Der zweite Teil ist den einzelnen Zweignn gewidmet. Jeder Zweig wird für sich von 
historischen, ükoiio mischen und technischen Gesichtspunkten aus erörtert. Das Werk will ein 
I^ehrbuch für den gebildeten Laien sein, ein Handbuch für den Praktiker und eine Anregiinj^ 
für don Theoretiker, tiefer in die Lehre der Versicherungswissenschaft einzudringen. 

Seliwanoff, Dr. D., Professor an der Universität St. Petersburg, Lehr- 
buch der Differenzenrechnung. [VI u. 92 S.] gr. 8. 1904. 
In Leinw. geb. n. JL 4 . — 

Inhalt: Hauptsätze üher Differenzen. Interpolation. AngenSherto Berechnung be- 
stimmter Integrale. Unbestimmte und bestimmte Summen. Die Jacob-Bernoullische Funktion. 
Kulersche Kunimationsformel. Anwendungen der Kulorschen Formol. Allgonieinos tiber DÜTe- 
ronzengleichungcn. Lineare DifTcrenxongleiuhungon erster Ordnung. Lineare Differenzen- 
gloichuugen mit konstanten Koefii/ientcn. 

Steinhäuser, Anton, weil. Professor an der Staatsgewerbeschule zu Wien, 
die Lehre von der Aufstellung empirischer Formeln, mit 
Hilfe der ^Jethode der kleinsten Quadrate für Mathematiker, Physiker, 
Techniker bearbeitet. Mit 15 Figuren. |VIu. 292 S.] gr. 8. 'l889. 
gell. n. JL 8 . — 

Der Hauptzweck den Kuchos ist es, eine Anleitung zu geben, wie bei der Aufstellung 
empirischor Formoln auf Grund vorliegender Versuche oder Iteobachtun gl werte vorzugehen ist, 
daß soweit als tunlich unfruchtbare Arbeit vermieden und die unerlftßlichc auf ein möglichst 
geringes Maß besohraukt wird. 

Das Buch gibt in 5 Kapitnlu: 1. Die Aufstellung empirischer Formeln nach willkür- 
iieJior Form; ^. din Aufatellung oinpirischer Formeln nach begründeter Form : .'{.Die Verbesserung 
mnuäherud euti^tprcchouder Formeln. 



